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Problema 1. José escreveu dois nimeros em uma folha de papel, cada um deles com dois alga-
rismos. Em seguida, ele observou que a soma dos algarismos do primeiro namero era igual a um
ter¢o do segundo, enquanto que a diferenga entre o dobro do primeiro deles e o triplo do segundo
era igual a seis. Encontre, com justificativa, os dois nimeros que José escreveu.

Solucgdo. Se A e B denotam, respectivamente, o primeiro e o segundo niimeros que José escreveu,
e C denota a soma dos algarismos de A, entdo C = B/3 e 2A — 3B = 6. A segunda igualdade
garante que A é um mdultiplo de 3; mas, como um ntamero é multiplo de 3 se, e s6 se, a soma de
seus algarismos é um multiplo de 3, concluimos que C' também é um multiplo de 3. Agora, como
B = 3C, segue que B é um mdltiplo de 9. Por outro lado, a segunda igualdade também garante
que B é par, de forma que B, sendo multiplo de 2 e de 9, é mdltiplo de 18. Portanto, B = 18, 36,
54, 72 ou 90; mas, como C = B/3 e A = (3B + 6)/2, temos as possibilidades descritas na tabela
abaixo:

B|18|36|54| 72 | 90
A 30|57 |84 111 | 138
C|6 1218 | 24 | 30

Por fim, uma vez que C' é a soma dos algarismos de A, a tinica possibilidade é que sejam A = 57
e B = 36. O
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Problema 2. Duas mil e quatorze pessoas estdo sentadas ao redor de uma mesa redonda. Sabe-se
que a altura de cada uma das pessoas sentadas ao redor da mesa é a média aritmética das alturas
de suas duas vizinhas. Prove que todas as pessoas sentadas ao redor da mesa tém uma mesma
altura.

Solucdo 1. Dentre as pessoas sentadas na mesa, escolha uma tal que ndo haja ninguém maior do
que ela, e denote por h sua altura. Se a e b sdo as alturas de suas vizinhas, temos h > a,b. Por
outro lado, a condigdo do problema garante que h = “t2. Logo,

a+b h+h
a,b<h= < ——=h,
T 2 = 2
de forma que a = b = h. Agora, seja c a altura da outra vizinha da pessoa cuja altura chamamos
inicialmente de a. Argumentando de maneira andloga a acima, concluimos que ¢ = h = a. Por

fim, prosseguindo dessa forma, mostramos que todas as 2014 pessoas tém uma mesma altura. [

Solucdo 2. Denote por Py, P, ..., P14, em ordem horéria, as pessoas sentadas ao redor da mesa
e denote por ¢; aalturade P, 1 =1,2,...,2014.
Suponha que a; > ay. Temos

as = 2&2-@1 :(ag—a1)+a2 < Q9
as = 2(1,3—0,2 = (&3—&2)—|—a3 < as
(2014 = 202014 — A2013 = (a2014 - &2013) + ag014 < 2013
Portanto,
ai > ag > ... > dA014-
Assim,

2a2014 = a1 + a013 > 202014,

um absurdo. Logo, ndo se pode ter a; > a,;. Um raciocinio inteiramente andlogo mostra que nao
se pode ter a; < ay. Logo, a1 = axs.
Como P, foi escolhido de forma aleatéria, provamos na verdade que a altura de qualquer pessoa
coincide com a altura do seu vizinho da esquerda. Logo, todas as pessoas sentadas ao redor da
mesa tém uma mesma altura.

O
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— —
Problema 3. O quadrilatero ABC'D da figura abaixo é tal que as retas AD e B(C' sdo paralelas,
AB = CDe BC > AD. Se X é um ponto marcado arbitrariamente sobre o lado AD, explique,
—

com justificativa, como escolher um ponto Y sobre o lado BC tal que a reta XY divida ABCD
em dois quadrilateros de dreas iguais.

B C
Solugdo 1. Marque o ponto X’ sobre ol lado AD, tal tal que AX' = DX Em segu1da marque 0s pon-

tos Z e Z' sobre o lado BC), tais que XZ X' Z’J_ AD. Como AD// BC temos XZ X' Z’J_ BC de
forma que X X'Z'Z é um retangulo. Também, os quadrildteros AX'Z’'B e DX ZC sdo congruen-

A X X D

B VA C

tes, de forma que tém dreas iguais; portanto, basta escolher, sobre o segmento ZZ’, o ponto Y tal

que XY divida o retangulo X X'Z'Z em duas figuras de areas iguais. Mas, como X Z' divide tal
retangulo em duas figuras de dreas iguais, basta tomar Y = 2. O

Solucdo 2. Marque pontos W e Z sobre o lado BC' de tal forma que BW = DX e CZ = AX.
Entdo, os quadrildteros AXW DB e DXZC' tém &reas iguais (pois os pares de tridngulos ABW,
DXZ e AXW,CZD tém bases e alturas iguais). Portanto, é suficiente tragar, pelo ponto X, uma

reta que divida o tridngulo XW Z em dois outros triangulos, de dreas iguais. Ora, tal reta é a reta
XY, ondeY éo ponto médio do segmento W Z. O
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Problema 4. Considere o jogo de dois jogadores cujas regras sdo explicadas a seguir. No inicio,
tem-se uma caixa contendo 2014 bolas de gude e cada jogador possui uma sacola contendo 100
bolas de gude. Cada jogador, na sua vez de jogar, escolhe uma das duas a¢des a seguir (se apenas
uma das agdes é possivel, ele escolhe tal agdo):

(i) Retirar 11 bolas de gude da sua sacola e colocar tais bolas de gude na caixa (desde que haja
pelo menos 11 bolas de gude na sua sacola).

(ii) Retirar 13 bolas de gude da caixa e colocar tais bolas de gude em sua sacola (desde que haja
pelo menos 13 bolas de gude na caixa).

Um jogador é declarado vencedor se, apds sua jogada, ou houver 2015 bolas de gude na caixa ou
o outro jogador ndo conseguir mais jogar (um jogador ndo consegue jogar se houver menos de 11
bolas de gude em sua sacola e menos de 13 bolas de gude na caixa). Mostre que o primeiro jogador
possui uma estratégia para ganhar o jogo, independentemente de como o segundo jogador faca
suas jogadas.

Solucao. Chamemos o primeiro a jogar de P e o segundo a jogar de S.

Em sua primeira jogada, P escolhe a acdo (i). De sua segunda jogada até sua sexta jogada, P
faz o seguinte: se na jogada anterior S escolheu a agdo (i), entdo P escolhe a acdo (ii); se na jogada
anterior S escolheu a acgao (ii), entdo P escolhe a acdo (i).

Desse modo, ap6s a primeira jogada de P, temos 2025 bolas de gude na caixa. Apds a segunda
jogada de P, temos 2023 bolas de gude na caixa. Apés a terceira jogada de P, temos 2021 bolas
de gude na caixa. Ap6s a quarta jogada de P, temos 2019 bolas de gude na caixa. Ap6s a quinta
jogada de P, temos 2017 bolas de gude na caixa. Finalmente, aps a sexta jogada de P, temos 2015
bolas de gude na caixa.

Agora s6 falta mostrar que o jogo ndo acaba antes da sexta jogada de P.

Note que, até logo antes da sexta jogada de P, o ntimero de bolas de gude na sacola de cada
jogador é maior ou igual a 100 — 5 x 11 = 45, e que o niimero de bolas de gude na caixa é maior
ouigual a 2014 — 10 x 13 = 1884. Portanto, até logo antes da sexta jogada de P, 0 jogo ndo pode ter
acabado por falta de bolas de gude nas sacolas ou na caixa. Além disso, logo antes da sexta jogada
de P, ha bolas de gude suficientes na sacola de P e na caixa para garantir que P pode escolher tanto
a acdo (i) como a agao (ii).

Note também que, como 11 e 13 sdo impares, apos cada jogada de S ha um nimero par de bolas
de gude na caixa. Portanto, a primeira vez em que havia 2015 bolas de gude na caixa foi ap6s a
sexta jogada de P.

U
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Problema 5. Temos uma fila com 257 posi¢des, numeradas de 0 a 256, com uma rad sentada na
posicdo 128. Desejamos que a rd mude de posi¢Oes na fila, saltando para a frente ou para tras.
Inicialmente, a ra saltard 128 posi¢des, de forma que, apds esse primeiro salto, va para a posi¢ao
0 ou para a posigdo 256; além disso, ela é treinada a saltar, a cada vez, a metade do ntimero de
posicdes que saltou anteriormente. Por exemplo, se quisermos que ela alcance a posicdo 192 da
tila, ela deverd executar um salto para frente e, em seguida, um salto para trés.

(a) Exiba uma sequéncia de saltos para a ra alcangar a posi¢do 100.
(b) Mostre que é possivel a rd alcangar qualquer posigdo de 0 a 256.

Solucdo. Para os dois itens, observe que a ra saltard 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2 e 1 casas, nessa ordem e
para frente ou para trés.

(@) Como 100 < 64432+ 16+8+4+2+1,aideia é a rd comegar saltando 128 casas para trds; em
seguida, saltando 64, 32 e 16 casas para a frente, ela ird parar na casa 64 + 32 + 16 = 112; agora,
saltando sucessivamente 8 e 4 casas para trds, ela chegard a casa 112 — 8 — 4 = 100.

(b) Considere um segmento de reta que representa a fila de tal maneira que a ra estd posicionada
inicialmente no centro desse segmento (veja figura abaixo). As bolinhas pretas correspondem
as possibilidades novas em cada passo. Note que, a partir do terceiro passo, o niimero de no-
vas possibilidades corresponde ao dobro do nimero de novas possibilidades no passo anterior.
Além disso, as novas possibilidades estdo dispostas no centro de duas possibilidades consecu-
tivas (marcadas em barras verticais), de tal maneira que ndo hé repeticdo. Assim, ao final de 8
passos, ardterd 1 +2+ 2+ 44 8 + 16 + 32 + 64 + 128 = 257 possibilidades. Isso corresponde a

todas as possibilidades da fila. O

I ? I posic&o inicial
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