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c . T p
Problema 1. Sejam z, y e z nameros inteiros tais que 2z — 3y — 10z = 0. Mostre que I s um
numero inteiro.

Solugdo. Repare que, da relacdo dada, y deve ser par, visto que
y=2x—2y—10z =2(x —y — 52).
Por outro lado, a mesma relagdo pode ser escrita na forma
2(x +2) = 3(y + 42),

de onde concluimos que z + z é divisivel por 3. Portanto, y(x + z) é divisivel por 2 - 3 = 6. O
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Problema 2. Faga os seguintes itens:
(a) Mostre que (v/2 + 1)* > 10.

(b) Mostre que, na representagdo decimal do ndmero (v/2 — 1), os primeiros 10 algarismos
apo6s a virgula sdo todos iguais a 0.

Solucdo. Paraoitem (a), veja que (v/2+1) > 2e (v/2+1)? = 34+2v/2 > 5. Logo (v/2+1)% > 2:5 = 10.
Para o item (b), observe que (v2 +1)(v2 —1) =2 — 1 = 1. Logo,

1 33 1 11
(V2—-1)% = (\/§+ 1) < <1—0) = 0,00000000001.

Logo, seus 10 primeiros algarismos ap6s a virgula sdo iguais a zero. [
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Problema 3. Seja ABCD um trapézio tal que AD ¢é paraleloa BC e AD > BC. Seja E o ponto
médio da diagonal BD e seja F' o pé da reta perpendicular baixada de B a AD.

(a) Mostre que, se AB = CD, entdo EF é paraleloa AC e EF = AC/2.

(b) Mostre que, se o simétrico de C' em relacdo a £ coincide com o simétrico de A em relagdo a F,
entdo AB = CD.

Solucao.

(a) Seja X € AD o ponto de intersecdo da reta que passa por B e é paralela a C'D. Por um lado,
BCDX é um paralelogramo, de forma que £ é o ponto médio de C'X. Por outro, o tridngulo
ABX é isosceles com AB = BX. Segue que AF = F'X. Basta, agora, aplicar o teorema da base
média ao triangulo AC'X.

(b) Denote por Y o simétrico de A em relacdo a F. Por hipdtese, Y é também o simétrico de C
em relagdo a £. Como as diagonais do quadrilatero Y BC'D se cortam ao meio, temos que Y BC'D
é um paralelogramo. Portanto, YB = CD. Temos também que os tridngulos BFA e BF X s&o
congruentes (caso lado-angulo-lado). Assim, Y B = AB. Portanto, AB=Y B = CD.

O
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Problema 4. Faga os seguintes itens:
(a) Prove que 22 + y? + 22 > xy + 2z + yz, para todos z,y, z € R.

(b) Encontre, com justificativa, os valores minimo e maximo da soma z + y + z, sabendo que
x, y e z sdo numeros reais que satisfazem as desigualdades

2?4+ yz <2, v +az <2, 22 4oy <2

Solucao.

(a) Para z, y reais, temos que (z — y)* > 0, logo z? + y* > 2zy. De modo analogo, 2> + z* > 2z2
e y? + 22 > 2yz. Somando membro a membro as trés desigualdades, segue que 2? + y? + 2% >
Ty + 2 + yz.

(b) Somando membro a membro as trés desigualdades do enunciado, obtemos
P+ ey +yr+ar2<6 (1)

Substituindo o resultado do item (a) na desigualdade acima, temos que zy+yz+zz < 3. Somando
essa ultima desigualdade novamente com (1), chegamos a conclusdo que

(x+y+2)?<9.

Entdo, os valores minimo e méximo de = + y + 2 sdo respectivamente iguais a —3 e 3, realizados
porrx =y =z=1lex =y =z= —1, também respectivamente. [
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Problema 5. Dizemos que um conjunto X de ntimeros naturais é bom quando ele satisfaz a se-
guinte propriedade: para todo natural z, se v € X, entdo 2z ¢ X. Para cada natural £, sejam
A, ={1,2,3,...,2"} e b, 0 maior namero de elementos que um subconjunto bom de A; pode ter.

(a) Mostre, para todo k > 2, temos by = by,_o + 2"71.
(b) Para n natural, calcule o valor de b, em fungéo de n.

Solugdo. Seja Iy = {1} e, para todo natural k > 1, seja I; o conjunto {27* +1,...,2"}. Queremos
mostrar primeiro que, para todo k, existe um conjunto bom By, C {1,2,3,...,2*} tal que |By| = by,
e que [, C By, ouseja, B, NI, = 1.

Para k > 1, seja X; C {1,2,3,...,2"} um conjunto bom com b, elementos. Tome r € I;. Se r é
impar, entdo, pela maximalidade de |X|, devemos ter r € X. De fato, como 2r > 2" e r/2 ¢ Z,
se r ¢ X terfamos que X U {r} seria um conjunto bom, contido em {1,2,3,...,2"} e com mais
elementos que X, o que é uma contradi¢do. Suponha, agora, que r é par, digamos r = 2s. Veja
que s € I;_; e que no maximo um elemento do conjunto {r, s} pode pertencer a X;. Note que o
conjunto X; = (X U{r})\ {s} também é bom e | X}| > | X}|. Repetindo esse argumento para cada
r € I, temos que o conjunto By, = (X U I)) \ Iy—1 é bom e |By| > |X;| > b;. Logo | By| = by.

Note agora que, como By, é bom e By, N I}, = I, devemos ter B, N I,_; = 0. Seja, agora, Xy_o =
B,.N{1,2,3,...,2*2}. Claramente, todo subconjunto de um conjunto bom também é bom. Logo,
Xk—2 é bom. Portanto, | X;_»| < by_2, 0 que implica

by = |Br| = | Xp—ao| + || < bp_g + 287"

Por outro lado, se Y}, é qualquer subconjunto bom de {1,2,3, ..., 2*72} temos que Y;_»,UI; ébom
(pois, para todo y € Y_o, temos 2y ¢ I;;). Em particular, tomando Y;_» com a maior quantidade
de elementos possivel, ou seja, by,_», segue que by, > |Yj_o U Ii| = by_2 + k=1,

Para o item (b), veja que a recorréncia do item (a) implica (pois a soma é telescépica)

bonp1 = (22 + 2272 4. 42 by

b2n — (22n—1 + 22n—3 et 21) + bO-

Como by = b; = 1, calculando a soma de cada PG acima e comparando os resultados, conclui-se
que
_ 2n+1 + (_1)n

bn
3



