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Problema 1. Seja A um conjunto formado por elementos do conjunto {1, 2, 3, ..., 2014}, escolhidos
de tal forma que a diferenga entre dois elementos quaisquer de A nunca seja igual a 3, 6, 9, 12, 15,
18 ou 21.

(a) Dé exemplo de um tal conjunto A, contendo pelo menos 252 elementos.

(b) Mostre que qualquer conjunto A satisfazendo as condi¢gdes do enunciado tem no maximo
252 elementos.

Solucao.

(a) Podemos ter 1,2,3 € A, mas temos de evitar 4,5,6,...,22,23,24 € A. Em seguida, podemos
ter 25,26,27 € A, mas temos de evitar 28,29, 30,...,46,47,48 € A. Prosseguindo desse modo,
somos levados ao exemplo

A={1,2,3}U{25,25,27} U {49,50,51} U ... U {1993, 1994, 1995}.

Por fim, como alista 1,25 =1+ 24,1+ 24-2,...,1993 = 1 4 24 - 83 tem 84 elementos, segue que
A tem 84 - 3 = 252 elementos.

(b) Escrevendo

{1,2,3,...,2014} = {1,4,7,10,...,2014} U{2,5,8,11,...,2012} U{3,6,9,12,...,2013},

X Y Z

concluimos que a diferenca entre dois elementos de A pertencentes a um mesmo dentre os con-
juntos X, Y e Z é pelo menos 24. Portanto, A possui no maximo 84 elementos em cada um dos
conjuntos X, Y e Z, de forma que A tem, no maximo, 84 - 3 = 252 elementos. O
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Problema 2. Seja Z? o subconjunto do plano cartesiano formado pelos pontos de coordenadas
inteiras: Z* = {(a,b); a,b € Z}. Uma funcéo f : Z* — 7Z é harménica se

F(a,b) :i[f(a+1,b)+f(a—1,b)+f(a,b+1)+f(a,b—1)],

para todos a, b € Z. A esse respeito, faca os seguintes itens:

(a) Se f é uma fungdo harmonica tal que |f(a,b)] < 2014 para todos a,b € Z, prove que f é
constante.

(b) Prove que existem infinitas fun¢des harmonicas que ndo sdo multiplas uma da outra.

Solucao.
(a) Se g, yo € Z sao tais que f(zo,yo) = max{f(a,b); a,b € Z}, entdo

f(xo,90) = i(f(l"o + 1, y0) + f(wo, yo + 1) + f(2o — 1,90) + [ (20,90 — 1))
< 1070, w0) + F(0,0) + F (0, 90) + £ (20, 0)
= f(z0, %)

Portanto,
f(wo,90) = f(xo +1,50) = f(x0, %0+ 1) = f(xo — 1,50) = f(20, %0 — 1).

Argumentando de modo analogo, concluimos que f(a,b) = f(xo, yo), para todos a,b € Z.

(b) Defina f em cada um dos conjuntos de pontos

{..,(-2,0),(-1,0),(0,0),(1,0),(2,0),...} e {...,(=2,1),(=1,1),(0,1),(1,1),(2,1),...},

exigindo que f(a,b) seja a média aritmética de f(a — 1,b) e f(a + 1,b). Em seguida, defina f em
cada conjunto de pontos da forma {.. ., (a,b—2), (a,b—1), (a,b), (a,b+ 1), (a,b+2), ...}, exigindo
que f(a,b) seja a média aritmética de f(a,b— 1) e f(a,b+ 1). Se, para algum n > 1, tivermos que

Qf(aub) = f(a_ 17b)+f(a+17b)7
para todo 0 < b < n e todo a € Z, entdo, pela construgdo que fizemos, teremos

2f(a,n+1)— fla—1,n+1)— fla+1,n+1)=
=202f(a,n —1) = f(a,n)) = 2f(a = 1,n—1) = f(a—1,n))
—2f(a+1,n—1)— f(a+1,n))
=2(2f(a,n—1)— fla—1,n—1)— f(a+1,n—1))
— (2f(a,n) — fl(a—1,n) — f(a+1,n)) =0.

Portanto, temos 2f(a,b) = f(a — 1,b) + f(a + 1,b), para todos a € Z e b > 0. Analogamente,
provamos que tal identidade vale para todo b € Z. Logo,

(fla+1,0)+ fla—1,0)) + (f(a, b+ 1) + f(a,b—1)) = 2f(a,b) + 2f(a,b) = 4f(a,b).

Por fim, pedindo que f(0,0) =k, f(1,0) =k +1, f(0,1) =k+1e f(1,1) = k + 2 evitamos que as
fungdes harmonicas f;, assim obtidas sejam multiplas uma da outra.
U
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Problema 3. O hexdgono convexo ABCDEF étal que AB =2v/2, BC =1, CD =3, DE = 3V/2,
[ ~ -~ ~ ~ —

EF = 1e ABC = ACD = ADE = AEF = 90°. Se G é um ponto sobre a reta AB tal que
AFG = 90°, calcule o comprimento AG.

Solugdo 1. O teorema de Pitdgoras garante sucessivamente que AC =3, AD = 32, AE =6 e
AF = v/37. Também, ACD e ADE sdo tridngulos retangulos e isésceles, de forma que CAD =
~ ~ ~ — —
CDA = DAE = DEA = 45°. Portanto, sendo H o ponto de interse¢do das semirretas CD e F'E,

segue que HDE também € um tridangulo retdngulo e is6sceles, de forma que DH = EH = 3.
Entdo, aplicando o teorema de Pitadgoras ao tridngulo CH F', concluimos que C'F' = 2/13. Agora,

— - _
se I é o pé da perpendicular baixada de F' a reta AG, entdo I € AG. Pondo Al = me FI = h,
segue, novamente pelo teorema de Pitdgoras, que h? + m? = 37. Por outro lado, como BCFI é
um trapézio retangulo de bases BC' e F'I, mais uma aplicacdo do teorema de Pitdgoras fornece

(h—1) + (m+2v2)? = (2V13)%

Desenvolvendo essa igualdade e substituindo h* + m? = 37, obtemos que h = 2v2m — 3 e, dai,

m — 3)% + m? = 37. Resolvendo essa equagdo do segundo grau, chegamos a m = 22%8, Por
(2v/2m — 3)% + m? = 37. Resolvend quagdo do segundo g heg 2246 p
fim aplicando as relagdes métricas em tridngulos retangulos ao tridngulo AF'G, segue que

——2
To_Ar _sr_ 1l
AT m 2246

O

Solucido 2. Como na solugdo anterior, obtemos AC = 3, AD = 3f AE =6e AF = \/_ Como
0S tr1angulos ACD e ADFE sao retangulos e isésceles, tem-se CAE = 90°. Denote BAC por a e

EAF por 3. Como

2v2 sen 1 cos 3 3 e senf3 1
COS = — = — = — = —
T3 R T g 6 6’

temos

1 6 1 22 6+2V2
3f V3T VBT 3VET

Denote FAG por 6. Temos 6 = 180° — (90° + o + ) = 90° — (o + [3). Temos entdo

sen (o + ) =

6+ 2v/2
cosf = se + 0) = )
H(OZ 5) 3\/@
Portanto,
el V37 _ o 1n |
cosf 6422
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Problema 4. Faga os seguintes itens:

(a) Prove que existem z,vy, z € N tais que 13z* + 3y* — 2* = 2013.

(b) Prove que ndo existem x,y, z € N tais que 13z? + 3y* — 2* = 2014.
Solucao.

(a) Fazendo z = 2x, obtemos y* — 2* = 671 ou, ainda, (y*> — 2?)(y? + 2?) = 11 - 61. Portanto,

y*— a2 =1ley*+2? =61,de formaquex =5,y =6 e z = 10.

(b) Suponha que haja uma solu¢do. Como a* = 0 ou 1(mod. 8), temos
1327 4+ 3y* — 2" =0,2,4,5 ou 7 (mod. 8).

Mas, como 2014 = 6 (mod. 8), chegamos a uma contradigao. O
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Problema 5. Sejam k € Ne A = {1,2,3,...,2"}. Encontre, com justificativa, 0 maior nimero de
elementos que um subconjunto X do conjunto A pode ter, satisfazendo a seguinte condigdo: se
x € X,entdo 2z ¢ X.

Solugdo 1. Seja I, = {1} e, para todo natural k > 1, sejam A, = {1,2,3,...,28} e I = {2F! +
1,...,2%}. Chamemos um subconjunto X de A, de bom se X possuir a propriedade do enunciado.
Seja b, 0 maior namero de elementos que um subconjunto bom de A, pode ter. Queremos mostrar
primeiro que, para todo k, existe um conjunto bom B, C {1,2,3,...,2"} tal que |Bx| = by e que
I, C By, ouseja, B, N I, = I,.

Para k > 1, seja X C {1,2,3,...,2%} um conjunto bom com b;, elementos. Tome r € I;,. Se r é
impar, entdo, pela maximalidade de |X|, devemos ter r € X. De fato, como 2r > 2* e r/2 ¢ Z,
se r ¢ X teriamos que X U {r} seria um conjunto bom, contido em {1,2,3,...,2"} e com mais
elementos que X, o que é uma contradi¢do. Suponha, agora, que r é par, digamos r = 2s. Veja
que s € I;_; e que no maximo um elemento do conjunto {r, s} pode pertencer a X;. Note que o
conjunto X; = (X U{r})\ {s} também é bom e | X| > | X}|. Repetindo esse argumento para cada
r € I, temos que o conjunto By, = (X, U I;) \ Iy_1 é bom e |By| > | Xj| > by. Logo |Bi| = by.

Note agora que, como By, é bom e B, N I}, = I}, devemos ter B, N I_; = (). Seja, agora, X;_» =
B,rN{1,2,3,...,2*2} Claramente, todo subconjunto de um conjunto bom também é bom. Logo,
Xji—2 é bom. Portanto, | X;_s| < by_2, 0 que implica

b = |Bi| = | Xp_a| + |Ik]| < bp_o + 2871

Por outro lado, se Y},_, é qualquer subconjunto bom de {1,2,3,. . ., 2F=21 temos que Y;_oUI; ébom
(pois, para todo y € Yj_o, temos 2y ¢ ;). Em particular, tomando Y},_, com a maior quantidade
de elementos possivel, ou seja, by,_», segue que by, > |Yj_o U Ij| = by_2 + k=1,

Para o item (b), veja que a recorréncia do item (a) implica (pois a soma é telescépica)
b2n+1 _ (22n + 92n—2 4+ 4 22) +b e by, = (22n—1 + 92n—3 4t 21) + by

Como by = b; = 1, calculando a soma de cada PG acima e comparando os resultados, conclui-se
que
B 2n+1 + (_1)n

bn
3

Solugido 2. Para k = 1 e k = 2, é imediato verificar que |X|max = 1 € | X|max = 3. Suponha,
pois, que k > 3. Seja I um impar tal que 1 < I < 2¥°! — 1. Para cada um de tais /, definamos
A; = {2'I € A}. Entdo, se I} # I, temos Ay, N Az, = (). Além disso, se ;1 € A, e 15 € Ay, entdo
x1 # 29 € T # 211. Agora,

2k=1_1
A= | Aju@ 4128 43,0 28— 1),

I=1

onde o indice I varia sobre os impares do intervalo em questdo. Entdo, se queremos que um
conjunto X C A, com a propriedade do enunciado, tenha o maior ntiimero possivel de elementos,
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podemos supor que {271 + 1,21 + 3 ... 28 — 1} C X. Também, para cada impar 1 < [ <
2k=1 — 1, no maximo metade ou |metade| + 1 dos elementos de A; pode estar em X; calculemos
tal quantidade explicitamente. Se A; = {I,2[,2I,...,2'T}, entdo |A;| = ¢t + 1 e no maximo
L%J + 1 elementos de A; podem estar em X. Mas, como A; C A, temos 21 < 2%, de sorte que
t =k—|log,I|. Agora,se ] =1,temost¢ = ke |4]+1 elementos de A podem estar em X. Se I > 3,
entdo existe um tinico a € Ntal que2® < I < 2°*!, oquenosdat = k— |log, I| = k—a—1, e temos
no méaximo | £=4=1]+1 elementos de A; em X. Agora, como #{2F1 41,2671 43 . 2F—1} = 2k=2
e como hé 2°~! impares entre 2% e 27!, concluimos que o maior nimero possivel de elementos de

um subconjunto bom X C A ¢é

k 2 k—a—1
_ ok—2 n a—1
S =2 +{2J+1+3:12 ({ 5 J—i—l).

Se k for par, entdo

k—2

k—2
k k a+1
— 2k—2 v 1 2(1—1 v 2(1—1‘
§=24gr1e Y (2 { ! D+§j

a=1

Escrevendo o primeiro somatério acima como a soma dos somatérios correspondentes sobre os

1 < a < k — 2 pares e impares, concluimos facilmente que S = 2k+—§+1 Se k for impar, obtemos,

2k+1+(_1)k . |:|

k+1_
analogamente, S = #==1. Em qualquer caso, temos S = .



