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Importante:
1. Apresente suas solugoes de forma clara e bem organizada.

2. Argumentos devem ser cuidadosamente justificaados para serem elegiveie a pontuacao.



Questao 1. Seja f : R — R uma funcao. Prove que existe uma constante M tal que
|f(z) — fy)| < M|z —y| (ie., f é Lipschitziana) se, e somente se, f é absolutamente
continua e |f'(z)| < M, para q.t.p. = € R.

Vocé consegue exibir uma fungao real que tem derivada q.t.p.-limitada e nao é Lipschit-
ziana?

Questao 2. Sejam (X, M, ) e (Y, N, v) espagos de medida o-finita e K uma fun¢ao (M®N)-
mensurdvel tal que [|K(z,y)|du(z) < C, para q.t.p. y € Y e [|K(x,y)|dv(y) < C, para
q.t.p. £ € X. Prove quese 1 <p<ooe féeLP entao a funcao

1f(a) = [ Kw.p)fw)dv(y), o € X,
estd em LP e ||[Tf]l, < C| fllp-

Use o resultado acima para concluir que se g € L' e h € LP (1 < p < 00), entao

gxhel? e |lgxhll, <lglllnl,.

Questao 3. Mostre que
a) se f,g € S, entao fxge€S.
b) se f,g € L', entao (f * g)" = f" - g".

c) se f € L' e T é uma rotacao, entao (f o T)" = fAoT.

Questao 4. Mostre como resolver, usando transformada de Fourier, a equagao do calor

em R” x (0,00) sujeita a condigao inicial u(z,0) = f(z), obtendo assim a solugao cldssica

1 z—y|?
u(z,t) = O /]Rn e_%f(y) dy.



Questao 5. (a) Seja N espago formado com dim(N) = +oo. Mostre que qualquer sub-
conjunto que contém um aberto nao vazio nao é compacto;

(b) Sejam &, F espacos de Banach e T: &€ — F operador linear limitado sobrejetivo tal
que T(B(0,r)) estd contido em um compacto ¥Vr > 0. Mostre que dim(€) < oo.

Questao 6. Seja Q= (0,1), a >0e

| n® o se xe€ (0, 1/”)
un () = { 0, se ze(1/n,1)

Mostre que, se 1 < p < oo entao

U, >0 in P& 0<a<

I

u, =0 in [P 0<a<

I

"= Q=

Questao 7. Seja T': L*([0,1]) — C([0, 1]) um operador linear continuo. Mostre que T'(By) ¢
um conjunto pré-compacto em L?([0, 1]), isto ¢, toda sequénica em T'(B;) possui subsequénica
que converge em L%([0,1]).



