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Parte 1

Questao 1. Sejam f € L'([0,b]) e
b
):/ @dt, para 0 < x < b.

Seja (fr) uma sequéncia em L'([0,b]) tal que fr — f em L(]0,0]). Se gin(z / Jult)

para 0 < x < b, é possivel mostrar que

/g;€ d:p—>/ x)dx ?

Questao 2. Seja () C R™ um cubo. Usando a definicao de medida exterior, mostre que ()
¢ Lebesgue mensuravel e m(Q) = Vol(Q).

Justifique.

Questao 3. Seja f € L'(R"). Dado ¢ > 0, mostre que:

a. Existe um conjunto de medida finita A tal que

|f(z)|dx < e.
Ac

[ @ <.

b. Existe 6 > 0 tal que

quando m(E) < 4.

Questao 4. Considere a funcao

1
Crexp | ——— |, se |z] <1,
() = A

0, se |z|>1,

n

onde C,, > 0 é uma constante tal que [, n(z)de = 1. Sejam Q@ C R" um aberto e
Q. = {z € Q: dist(z,00) > }. Se n.(x) = &n(%), prove que:

a. Se f € L} (Q), entao f. =n. x f € C>®().
b. f. = f a.e. x quando € — 0.



Parte 11

Questao 5. Seja X um espago normado de dimensao infinita.
(a) Apresente um argumento plausivel que mostre que B(X™*) ndo é compacta.

(b) Usando o Teorema de Hahn-Banach, construa uma sequéncia {g,}>2; C B(X*) que
nao possua subsequéncias convergentes.

Questao 6. Seja Y um subespaco de um espago normado X. Entao, para todo zy € X tal
que
dist(xo,Y) > 0,

existe um funcional f € S(X*) tal que f € Y+ e (f, zo) = dist(zo,Y).

Questao 7. Considere o espaco de Banach X = C]0,1]. Mostre que existe um functional
linear A: X — R tal que [|A]| = 1, mas

(A, ¢) < max |(t)],

0<t<1

para todo ¢ € X.

Questao 8. Sejam X, Y espagos de Banach com dim(Y') < co. Mostre que se T: X — Y é
linear e limitado, entao 1" é um operador compacto. Mostre que a reciproca desse resultado
é falso no caso dim(Y') = oc.



