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Candidato:

Importante:
1. Apresente suas solugdes de forma clara e bem organizada.

2. Os argumentos devem ser cuidadosamente justificados para serem clegiveis & pon-
tuagéo.



Questao 1. Prove que:
a) Toda colegao de abertos nao-vazios de BR”. dois a dois disjuntos, ¢ enumerdvel,

h) O conjunto das matrizes n X n com determinante 1 é um fechado ilimitado com interior
vazio cm B

Questao 2. Seja GG o grifico da fun¢do y = |r| + 1. Exiba um caminho f : B — B? de
classe C?°'* {al que f(R) = G e f(0) = (0.1). Prove que todo caminho diferencidvel nessas

condicoes cumpre f/(0) = (0.0).

Questao 3. Sejam U = {0 € B¥%; |o] < 1. i=1.---.336} e f: U = B uma funcéo
(r)] < 3.paratodox € U, e f(0) = 0. Mostre que f(U) é um intervalo

ajf
i,

diferenciavel. com

e que 2018 & f(U).

Questao 4. Sejam w uma 1-forma fechada, diferente de zero em todos os pontos do aberto
UCPR'. e f:U — P una funcdo de classe C? sem pontos criticos. Mostre que as seguintes

afinmacoes sdo cquivalentes:
a) A forma f-w é fechada;
b) {df.w} é wm conjunto linearmente dependente;
=0.

¢) Para todo x € U e todo v € R", w(x) - v = 0 se. e somente se, (Vf(z).v)

=1 — 2%, Mostre que existem

=1=294® =234

Questao 5. Considere o polinomio p(z)
bolas abertas B = B((1.—1.1.—=1.1.=1);2) em C% ¢ D = D(1;4) em C tais que para todo

b = (by. b1.bs. b3.by.05) € B, o polinomio
po(2) = bo + byz + byz? + b32® + byzt + by2?

tem uma nica raiz r = r(b) em D, a qual é simples, e a aplicacao r : B — C, definida por

b= r(b). é de classe C*°.



Questao 6. Sejam 4 =R* x (0.27) e f: A — B2 dada por f(r.4) = (rcoséd.rsiné).

a) Mostre que f é um difeomorfismo de classe C'™ sobre f(A). e exiba o conjunto imagem

f(A).
b) Determine as fungdes 7.6 : f(4) — R tais que [z, y) = (r(z.y).8(x.y)).

¢) Demonstre a veracidade da férmula que

ta0) fla
// hir.y)drdy = / / rg(r,8) dé dr.
JJC ry 01

para toda funcdo integrdvel b : C — R, h(x.y) = g(r(x,y).0(x.y)). sendo C' C f(A)
a regiao plana entre os circulos de raio r; ¢ 7y ¢ as duas semirretas que. na origemn,
formam angulos A, e 5 com o eixo dos .

d) Sendo B, = {(z,y) € B% #? + y* < r?}. demonstre que

// T drdy = w(1— 7).
= 2
f ¢ dr = /7.
— T

“Para um matematico. esse fato deve ser tdo ébvio como é, para o comum dos mortais,
que o dobro de dois iguala quatro. Liouville, esse foi mesmo um matemdtico.” (Lord
KELVIN)

e) Conclua que



