Equacgoes de Cauchy-Rienmann

1. Concurso IFCE 2016

(a) Seja f = u+iv: U — C uma fun¢ao continua com parte real e imaginaria u e
v de classe C! (i.e. u e v tem derivadas parciais continua), onde U C C é uma
aberto. Prove que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

f(z0+h) — f(20)

existe.

i. f é holomorfa em zy € U, isto é, f'(z) = ’llin%
—

h
ii. As partes real e imaginaria de f = u + 1v satisfazem as relagoes de Cauchy-
R 0, 0% (20) = 92 (z0) © O (z0) = o2 (z0)
iemann, ou seja, —(z9) = =—(209) € =—(20) = ——=(20).
) )2, oz By 0 y 0 a0

(b) Sejam U C C aberto e conexo e f : U — C uma fungao holomorfa, ou seja,
f € holomorfa em todos os pontos de U. Mostre que se f(U) C R, entao f é
constante.

(¢) (Teorema da funcao inversa.) Seja f : U — C uma fungdo holomorfa definida
num aberto U C C. Suponha que f'(zy) # 0. Mostre que existe uma vizinhanga
aberta V' C U de z tal que f(V) = W é aberto e f|y : V — W possui inversa
holomorfa. Observacao: O teorema da funcao inversa para o caso real e o fato
que toda funcao holomorfa tem partes real e imaginaria com derivadas parciais
continuas podem serem usados sem demonstracgao.

2. Use as equagoes de Cauchy-Riemann para mostrar que f’(z) nao existe para todo z:

a) f(z) =2 b) f(z) =re(z) c) f(z) =im(z)
3. Seja f:C = C, f(z) = {0_ :zig

(a) Verifique as equagoes de Cauchy-Riemann em z = 0.

(b) Mostre que f’(0) nao existe. Veja questao 1) e diga qual hipétese f nao satisfaz
para ser holomorfa em 0. Sugestdo: calcule o limite f/(0) sobre o eixo real e
sobre a reta t(1,7),t € R.

Funcgoes usuais

4. Defina cos(z) = 3(e* + e7),sin(z) = 1(e”* — e7%). Prove que:
a) cos?(z) +sin’(z) =1  b) cos(z) = cos(2) ¢) sin(—z) = —sin(z)
d) cos(—z) = cos(z) e) i(cos(z)) = —sin(z) f) d —(sin(2)) = cos(z)

dz

g) cos(z1 + 2z9) = €OS 21 COS 25 — Sin 2 sin 2y

1

h) sin(z; + z2) = sin 21 cos 23 + sin 21 CoS 23
) cos, sin s@o periddicas de periodo 27

j) cos (— - z) =sin(z) e sin (g - z> = cosz
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11.

12.
13.
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17.
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19.
20.

Defina cosh(z) = (e 4 ¢7#), sinh(z) = 1(e* — e~*). Prove que:
a) cosh?(z) —sinh?*(z) =1 b) cosh(iz) = cos(z) ¢) sinh(iz) = isin(z)
d d
d) cosh(—z) = cosh(z) e) —(cosh(z)) =sinh(z) f) d—(sinh(z)) = cosh(z)
g) cosh(zy + 2z3) = cosh 21 cosh z5 + sinh z; sinh 2, &

h

)

) sinh(2; + 25) = sinh 27 cosh 25 + sinh 2; cosh 2,
i) cosh,sinh sdo periddicas de periodo 27i
)

j) cosh ( E) = isinh(z) e sinh (z + 7) = icosh z

Resolva as equagoes.

a)sinz =0 b) cosz =0 ¢) sinhz =0

d) coshz =0 e) coshz =1 f) exp(iz) = exp(i2)
Em quais pontos exp z é derivavel? E exp z?

sinh z ) . .
. Escreva na forma u 4+ iv. Calcule a derivada. Determine os

Defina tanh z =
cosh z

pontos z para os quais tanh z € rea.
Determine im(exp(isin z) e re(exp(iz?)).
Resolva a inequagao |exp(—iz)| < 1.
O chamado paradoxo de Bernoulli é o seguinte
(—2)? = 2* = 2log(—2) = 2log z = log(—z) = log z.

Onde estd o erro?

Qual ¢é a imagem do semi-plano superior {z : im(z) > 0} pela aplicacdo S(z) = ijl?

Qual é a imagem do semi-plano superior {z : im(z) > 0} pela aplicagao f(z) =
?

IOg <z+1
Qual é a imagem do semi-plano superior {z : im(z) > a > 0} pela aplicacdo f(z) = 17

Qual é a imagem do retangulo {z : —7/2 < re(z) < 7/2,0 < im(z) < a} pela
aplicacao f(z) = sen z?

Determine uma bijegdo holomorfa entre o semi-plano 3z + 2y > 0 e o disco D(i, 15).

Determine uma bijecao holomorfa entre o semi-plano 3x + 2y > 0 e exterior do disco
D(i, 15).

Determine condigoes necessarias e suficientes sobre os numeros a, b, c e d para que
a transformacao de Mobius S(z) = ‘Zjis seja uma bijecao holomorfa do semi-plano
superior {z : im(z)} sobre si mesmo.

Determine todas as transformagoes de Mobius S satisfazendo S(R) = R.

Determine todas as transformagcoes de Mobius S satisfazendo S(D) = D, onde D =
{z:|z| <1}
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