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Limite de sequéncias

Defini¢ao. Uma seq. (s,) converge para a € R, ou a € R é limite de (s,),
se para cada € > 0 existe ng € N tal que |s,, — a|] < € para todo n > ny.

Notagao. Utilizaremos as seguintes notagoes s, — a para dizer que (s,)
converge para a e lim s,, = a para dizer que a ¢ limite de (s,,).

Unicidade do Limite. Seja (s,) uma seq. de nimeros reais. Se (sy)
converge para a e para b, entao a = b.

2n+1 2
_> —_
3n —1 3
. . . 5 1 - .
Seja (an) a seq. considerada no exemplo acima. Como n > - + 3 implica
|a, — 2| < € valem:

Exemplo.

n>1=la, -3 <1
n>6=la,—3 <0,1

n > 56 = la, — 2] < 0,01
n > 556 = |a, — 2| < 0,001

Obs. Toda seq. convergente é limitada.

Exemplo. Se d > 1, entao a sequéncia s, = d" é ilimitada, portanto nao
converge. Por outro lado, se 0 < ¢ < 1, entao ¢ — 0.

A reciproca do resultado acima nao é verdadeira. Isto é, se uma sequéncia
¢ limitada, nao podemos garantir que ela ¢ uma sequéncia convergente. De
fato, a seq. a, = sen(nf) ¢é limitada e nao converge.

Uma seq. (s,) é dita mondtona nao-decrescente (nao-crescente) se s, <
Snt1 (Sn > Spy1) para todo n.



Teorema. Toda seq. mondtona limitada é convergente.

Nesta exposicao, o resultado acima sera tratado como o Axioma de Com-
pleteza dos Nimeros Reais.

Exemplo. Seja a um nimero real positivo. Entao, {/a — 1.

Demonstracdo. Se a = 1, nada temos a mostrar. Entao, podemos supor
a#1.Sea<1,aseq. s, = aéndo-decrescente e limitada superiormente
por 1 , portanto s,, — ¢. Como 0 < a < ¢" para todo n, nao pode ser ¢ < 1,
isto é, ¢ = 1. Por outro lado, se a > 1, a seq. s, = /a é nao-crescente e
limitada inferiormente por 1, portanto s, — d. Como d" < a para todo n,
nao pode ser d > 1, isto é, d = 1. O

Expansao decimal.

Sejam K € Z e dy,...,d,,... digitos em {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Consi-
deremos a seq. definida por

dl dn

Claramente (s,) é uma seq nao-decrescente e, além disso, s, < K + 1
para todo n. Logo, existe a € R tal que s, — «. E comum denotar o =
K,dy...d,.... Por exemplo, 1=0,9999...e % = 3,33333....

Reciprocamente, dado a@ € R, existem K € Z e dy,...,d,,... digitos
em {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tais que @« = K,d;...d,.... Com efeito, existe
K € 7 tal que

K<a<K+1.

Agora, partindo o intervalo [K, K 4+ 1) em 10 subintervalos de mesmo com-
primento, obtemos d; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que

dy d
— <
K+10_a<K+ 0

Repetindo o feito acima, partimos o intervalo [K + %,K + dll—gl) em 100

intervalos de mesmo comprimentos e obtemos dy € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

tal que
d; dy di  dy+1
K+ —4+ =< K4+ —= .
000 S T 0 o0

Procedendo dessa maneira obtemos o desejado. Acredite!




O niumero e.
Consideremos a seq. (a,) definida por:

1

(a,) é nao-decrescente e, além disso,
1
2<ay <1414+t 5 <3

Portanto, existe e € R tal que a,, — e.

Proposigao. ¢ € Q.

Demonstracao. Suponhamos que e = § com p, q inteiros e ¢ > 0. Entao, seja

k > ¢ um inteiro e defina N = kl(e — ay), em que @, =1+ 1+ 4 + -+ + 1.

Desta forma, recebemos que N ¢é inteiro. Por outro lado, Como a, — e,
existe n > k € N tal que k!(e — a,) < 5. Portanto,

0< N <klle—ay)+k!(a —a)<l+L+---+;
=" w T IR o T e (k+1)---(n)
Assim, considerando p = n — k, obtemos:
0<N <=+ ot <1y et <1yl
2 k+1 (k+1)---(n) 2 k+1 (k+1)F 2 k
O que contradiz o fato de N ser inteiro. O



Seja (Sp)neny uma seq. de numeros reais. Seja N' = {nq,...,ng,...}
subconjunto de N com ny < ng < ... < ng < ngy1 < ... Uma subseqiiéncia
de (s,,) com indices em N’ ¢, por defini¢do, uma seq (tx)ren tal que ty = sy,
para cada k € N.

Exemplo. Seja s, = (—1)" + % Entao (sox) € (Sox—1) sdo subseq. de (sy,)

tais que Ssop — 1 € s9p_1 — —1.

Proposicao.Sejam (s,) uma seq. de nimeros reais e a € R. Entao, s, — a
se, e somente se, toda subseq. de (s,) converge para a.

O seguinte exemplo, mostra como podemos aplicar o resultado acima.

Exemplo. Outra prova da convergéncia {/a — 1 quando a for um nimero
real positivo.

Demonstragao. Sejam a € R positivo e s, = /a. Se a = 1, nada temos a
fazer. Caso a > 1, a seq. (s,) é limitada inferiormente por 1 e nao-crescente,
portanto existe s € R (s > 1) tal que s, — s. Por outro lado, consideremos
a subseq. dos indices pares de (s,), isto é, seja t,, = so,,. Agora, pelo teorema
acima, t, — s. Por outro lado, a relacdao t,2 = s, oferece s> = s. Logo,
s=1 O

Proposicao. Toda seq. de numeros reais possui uma subseq. mondtona.

Demonstracao. Diremos que um natural n é dominante (com respeito a seq.
dada) quando:
Sp > S, para todo m > n.

Se tivermos infinitos naturais dominantes
N <ng < - <ny<---,

entao a subseq. s,, serd mondtona nao-crescente. Por outro lado, se tivermos
apenas uma quantidade finita de naturais dominantes Seja n; maior do que
todos os dominantes. Em particular, n; nao é dominante, isto é, existe
ny > ny tal que s,, > s,,. Agora, ny, nao é dominante, portanto existe
nsg > ny tal que s, < s,, < Sp,. Prosseguindo com essa construgao, obtemos
uma subseq. crescente

Sy < Spy < Spy < vt < Sy <
O

Corolario (Bolzano-Weierstrass). Toda seq. limitada de nimeros reais
possui uma subseq. convergente.



Seja (s,) uma seq. de nimeros reais e P uma propriedade sobre os ele-
mentos da seq. (s,). Dizemos que P vale para n suficientemente grande se
existir ng € N tal que P vale para s, sempre que n > ny.

~ . , . . 1
Questao. Seja (s,) umaseq. de niimeros reais convergindo para 3 Podemos

afimar que s,, nao é inteiro para todo n suficientemente grande 7

Solugao. A resposta da pergunta acima é afirmativa, pois: como s, — %

temos % — % < s, < % + % para todo n suficientemente grande. Portanto,
0 < s, < 1 para todo n suficientemente grande. O

Em geral, a seguinte proposicao ¢é verdadeira:

Permanéncia do sinal. Sejam (s,,) e (t,) seq. de nimeros reais e a,b € R.
Entao:

(a) Se s, —aea<b, entio s, <b para todo n suficientemente grande,

(b) Se s, —a,t, —bes, <t, para todo n suficientemente grande, entao
a <b.

Teorema do sanduiche. Sejam (s,), (t,) e (r,) seq. de nimeros reais e
seja a € R. Se s, — a, t, —> aes, <r, <t, para todo n suficientemente
grande, ent ao r, — a.

Exemplo. /n — 1.

Demonstragao. Com efeito, provar que /n — 1 é equivalente a provar que
s, = {/n — 1 converge para 0. Agora,

nn—1
para todo n > 2. Portanto, 0 > s2 > n—‘g para todo n > 2. Pelo Teorema do
sanduiche, s? — 0 e, portanto, s, — 0. O

n!
Exemplo. — — 0.
nTL

Demonstracao. Verifique a seguinte desigualdade:

n! 1
0< —<
—nn—Qn—l

para todo n. O



Propriedades aritméticas. Se s, — a et, — b, entao
(a) s, £t, —atb;

(b) supt, — ab;

(c) == §seb#0.

A seguir destacamos dois resultados técnicos que decorrem diretamente
das propriedades aritméticas acima.

T1. Sejam (s,) seq. de nimeros reais e a € R tais que: para cada § > 0
existem seq. (ay), (b,) com a, — 1, b, — 0 e satisfazendo

by, + an(a —6) < s, < b, +ay(a+9)

para todo n suficientemente grande. Entdo, s, — a.

Demonstracao. Dado € > 0, existe ny € N tal que

bn+an(a—§)<sn<bn+an(a+§)

para todo n > ng. E, desde que b, =+ 0ea, =1 (b, a(a£5) = (a£5)

), existe ny € N tal que b, +an(a —5) > (a—€) e b, +an(a+5) < (a+e)

para todo n > ny. Juntando as ocorréncias acima, concluimos que
(a—€) <s, <(a+e)
para todo n > max{ng, n }. O
T2. Sejam (t,) seq. de nimeros reais e a € R tais que: para cada € > 0
existem seq. de niumeros reais (a,) e (b,) satisfazendo a, — 1, b, — 1 e
bo(a—¢€) <t, <ap(a+e)
para todo n suficientemente grande. Entao, t, — a.

Exercicios Resolvidos

. , . . S1t+ -+ s,
ER1. Seja (s,) umaseq. de nimeros reais. Se s, — a, entdo ———" —

a.



_S1F . Sy,

Solucao. Seja t, = . Dado € > 0, existe ng € N tal que (a—¢) <

n
sp < (a + €) para todo n > ng, desde que s, — a. Assim, escrevendo

51+...+Sn0+...+sn

tn: )
n
vemos que
by + an(a —€) < t, < b, + ay(a+¢)
n—n S1+---+s
para todo n > ng, em que a, = 0 e b, = SN E, o que

desejavamos provar segue do resultadontécnico T1.

O
ER2. Seja (s,) uma seq. de niimeros reais positivos. Se s, — a, entao,
Sy Sy — a.

Solugdo. (Caso a > 0.) Seja t,, = /sy ---s,. Dado € > 0, existe ny € N tal
que (a —€) < s, < (a+ €) para todo n > ng, desde que s, — a. Assim,
escrevendo

tn: \"/31"‘3710"‘3717

vemos que
bn(a—e€) <t, <an(a+e)

para todo n > ng, em que a, = . E, o que
a+eW a—e

desejavamos provar do resultado técnico T2.
O caso a = 0 pode ser tratado de forma andloga.

U

ER3. Sejam (s,) e (t,) seq. de ntmeros reais tais que s; + - -+ + s, — +00
" ottty
e s, > 0 para todo n. Se — — a, entao S
Sn, S1+ -+ 5,

tn
Solugao. (Caso a > 0.) Seja S,, = s1 + -+ + s,. Dado € > 0, como — — a,
STL

existe ng € N tal que s, (a—¢€) < t,, < s,(a+¢€) para todo n > ny. Denotemos
A=t +---+t,, e B=151+ -+ Sy, Assim,

tit -t

S < by, + ay(a+e),

by, + an(a —e€) <

S, —B
S

para todo n > ng, em que b, e a, = . E, o que desejavamos

5,

provar segue do resultado técnico T1.
O



ERA4.
1P 4P 1

%
nptl p+1

para todo p € N.

Solugao. Faremos uso do seguinte

Lema.
n? 1

— .
nptl — (n— 1)t p+4+1

Sejam (t,) e (s,) as seq. de numeros reais definidas por t,, = n? ¥V n € N,
s =1es, =nP —(n—1)P" Vn > 2 Temos que s, > 0 para todo
n, s;+ -+ s, = nP™ — 400 e,além disso, utilizamos o lema acima para

receber — — ——.
Sn p+1
Decorre do ER3 que
1P 4o P 1
— .
nptl p+1

O

ER5. Sejam (z,) uma seq. de nimeros reais positivos e £ > 0 um inteiro
impar tais que
z2., =z, +k paratodo n€N.

Mostre que z,, € irracional para algum n.

Solugdo. Sejam (z,,) uma seq. de nimeros reais positivos e k > 0 um inteiro
impar tais que
z2., =z, +k paratodo ne€N.

Afirmamos que (z,) limitada. De fato, seja A > x; um ntimero real tal que
A? > A+ k. Portanto, por inducio sobre n, é fcil ver que 0 < z,, < A para
todo n. Agora, afirmamos que (z,) é mondtona a partir de um certo ny. Com
efeito, se (z,) for crescente, nada temos a mostrar. Caso contrario, existe
um ng tal que x, 41 < x,,; dai vé-se que (x,,) é ndo-crescente a partir de ny.
Assim, concluimos que (x,) converge, isto é, existe a € R tal que z,, — a.
Desde que
22, =x,+k paratodo ne€N

a satisfaz a equacao a® = a+k e, como k é um inteiro fmpar, a nao pode ser
inteiro.



Por outro lado, Suponhamos que z,, seja racional para todo n. Escrevamos

T, = — com p, € ¢, inteiros positivos e relativamente primos. Assim
dn

P? n + kqn,
= g2 =, b k=22

qu. 1 qn

e, portanto, qiﬂ = ¢, para todo n. Dessa eq., obtemos que ¢, = 2/q para
todo n. Logo, ¢, = 1, ou seja, x, é inteiro para n suficientemente grande.
Absurdo, pois (z,) converge para um nimero real que nao é inteiro

i

Uma seq. de numeros reais (s,) é dita uma seqiiéncia de Cauchy se para
cada € > 0 existe p € N tal que

|sn — Sm| < € paratodo m,n >p

Proposigao. Seja (s,) uma seq. de nimeros reais. Entao, (s,)é convergente
se, e somente se, (s,) € uma seq. de Cauchy.



Exercicios

Ezercicio 0. Seja (a,) a seq. de nimeros reais definida por
_q 1 1 1
R TR TR
Mostre que (a,) é uma seq. convergente. Denotamos por e o limite da seq.
(an).

Ezercicio 1. O objetivo desse exercicio é mostrar que a seq. (b,) definida
1 n
por b, = (1 + —) converge para €.
n
Verifi i 1ddb—§n: noy)
(a) Verifique a igualdade b, = 2 A

k
n
(b) Mostre que ( ]? > < 27 para todo inteiro 0 < k < n, e conclua que

b, < a, em que a, = 1+1+%+~--+#. Em particular, b, < e para
todo n.

(c) Use a desigualdade
n—7j < n+1-y
n — n+l

para verificar que

n\ 1 n+1 1
(k )mg( I )m para todo 0 <k <n.

Dai, conclua que a seq. (b,) é crescente.

, paratodo 0<j<n,

A partir de (b) e (c), conculimos que existe o limite d da seq. (b,) e d < e.

1
(d) Para cada k € N consideremos a seq. (s,) definida por s,, = ( ]:;L ) ok
n

sen >k, e s, = 0 caso contrario. Mostre que s, — ik Em particular,

d < a, para todo n e, concluimos a igualdade d = e.

FEzercicio 2. Seja (s,) uma seq. de nimeros reais. Se s, > 0 (respectivamente
1

sp < 0) para todo n suficientemente grande e — — 0, dizemos que (s,)
s

n
converge para mais (respectivamente menos) infinito e denotamos s, — +00
(respectivamente s, — —00).
Sejam (s,) e (t,) seq. de numeros reais. Mostre que

10



(a) Se s, = +oo e (t,) é limitada inferiormente, entao s, + t,, — +oc.

(b) Se s, = +00 e existe ¢ > 0 tal que ¢, > ¢ para todo n suficientemente
grande, entao s,t, — +o0.

FEzercicio 3. Sejam a € R e (s,) uma seq. de nimeros reais. Mostre que se
(sn) nao converge para a entao exitem e > 0 e uma subseq. (s,,) de (s,) tais
que |s,, —a| > € para todo k € N.

Exercicio 4. V/n! — +oc.

Sn+1

Ezercicio 5. Seja (s,) uma seq. de ntmeors reais. Se — ¢ para algum

Sn

e <c<1,entao s, — 0.

‘ . ) 1
FEzercicio 6. Seja (s,) uma seq. de nimeors reais. Se [Sp41 — Sp| < on bara
todo n suficientemente grande, entao (s,) converge.

Ezercicio 7. Dé um exemplo de uma seq. de numeros reais (s,) tal que (s,)

nao convirja, mas |$,4+1 — S,| < — para todo n suficientemente grande.
n

Ezxercicio 8. Seja (s,) uma seq. de nimeros reais e seja a um nimero real.
Mostre que: se para cada € > 0 existem infinitos indices n € N tais que
|s, — a| < €, ent@o (s,) possui uma subseq. que converge para a.

Ezercicio 9. Seja Seja (¢,,) a seq. de nimeros reais definida por ¢,, = cos(n).
Mostre que (c,) possui uma subseq. que converge para 1.

(Sugestao: paracadaa < bexistemn € Nem € Z tais que a < n+2wm < b.)

L.,
Ezercicio 10. Calcule, caso exista, o limite da seq. (s,) dada pors, = —vn!.
n

Ezxercicio 11. Dado a > 0, mostre que para qualquer valor de x; > 0 a seq.
(z,) definida recorrentemente por

1 a
Tyl = 5(% + x—)

converge para +/a.

11
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Séries de numeros reais

Aula 7

O objetivo deste capitulo é o estudo de somas infinitas de niimeros reais tais

como ja apresentadas no estudo de seq.
[e.9]

Seja (ay) uma seq. de nimeros reais. A expressao formal g ap chamaremos

k=1
o
de série (de n-ésimo termo a,) e diremos que a série E ap converge para um
k=1

n
numero real s se a seq. de somas parciais (S,) definida por S, = E aj, converge

k=
. 1
para s. Nesse caso, denotamos s = Z ag, ou ainda, s=a; +---+a, +---.
k=1
Exemplo.
2=1+ ! + ! + e+ ! +
2 4 2n
[e.e] [e.e]
Ou, equvalentemente, a série 227 converge para 2. Em geral, a série Zak
k=1 k=1

a
converge para sempre que |a| < 1.

—a

Exemplo. Seja a € R. Entao,

Zk(k+1):a

k=1

O teorema a seguir é o primeiro teste para decidir a respeito da nao con-

vergéncia de uma série de ntimeros reais.
oo o0

Proposicao. Seja g ap uma série de numeros reais. Se g ag converge, entao

k=1 k=1
a, — 0.

13



o0
Exemplo. A série Z cos(k) é divergente.
k=1

o0
Proposigao. Seja E ap, uma série de numeros reais. Entao, as sequintes afirmagoes

k=1
sao mutuamente equivalentes:

[ee]
(a) Zak é convergente;
k=1

oo
(b) Z ay € convergente para todo n € N;
k=n

n
(c) Para cada € > 0 existe ko € N tal que | Z ag| < € para todo m > n > ky.

k=m

Como aplicagao do teorema acima mostremos a divergéncia da série harmonica
2n

[e.e]

1 1 1
Z T Com efeito, basta observar que ]Z E\ > 5 para todo n € N; portanto,
k=1 k=n

utilizamos a afirmagao (d) do teorema acima para concluir que a série harménica
diverge.

o
Teste da Comparagao. Seja Zak uma série tal que ap > 0 para todo k

k=1
suficientemente grande.

o0 [e.e]
(a) Se Z ay, converge e |bg| < ay para todo k suficientemente grande, entdo Z by,

k=1 k=1
converge;

oo oo
(b) Se Zak diverge e by, > ay para todo k suficientemente grande, entao Zbk

k=1 k=1
diverge.

oo
1
Exemplo. Desde que 2k? > k(k+1) para todo k > 1, temos que Z 72 converge.
k=1

Em particular, se p(X) é um polinémio real de grau maior do que 1 e coeficiente
o
lider positivo, entao —— converge.
’ ; p(n)

Ainda como aplicagdo do Teste da comparagao, temos o seguinte

14



o0 oo
Corolario. Se g |ax| converge, entdo E aj, converge.
k=1 k=1

A respeito da reciproca do corolario acima, o seguinte exemplo testefica a nao
veracidade dessa afirmacao.

oo
1
Exemplo. A série Z(_l)kE ¢é convergente.
k=1

Teste da razao. Seja (ax) uma seq. de nimeros reais. Se existe um nimero real
|41

|a]

oo
E ap € convergente.
k=1

0<a<1tal que | < a para todo k suficientemente grande, entdo a série

01,2003
Exemplo.

oF € convergente.

k=1

Teste da raiz. Seja (a;) uma seq. de nimeros reais. Se existe um nimero real
0 <a <1 tal que {/|ax| < a para todo k suficientemente grande, entdo a série

oo
Zak € convergente.
k=1

> (log(k)\*
Exemplo. A série Z ( & > é convergente.
k=1 k

15



Séries de Poténcias

A expressao abaixo
o0
Z an(X —a)"
n=0

é chamada série de poténcias em a € R com coeficientes ag, a1, ..., an,... € R.
[e.9]
Dizemos que a série de poténcias g an(X —a)" converge em = € R se a série de

n=0

o0 o0
numeros reais E an(xz—a)" converge. Caso contrario, dizemos que E an(X—a)®

) n=0 n=0
diverge em x € R.

o0
Para cada série de poténcias formal Z an(X —a)"™ considere D C R (maximal)
n=>0

o0 oo
tal que Z an(r—a)"™ converge para todo x € D. Dessa forma, a série Z an(X—a)"

n=0 n=0

o0
define uma fungao D — R dada por x +— Z an(x —a)".

n=0

Exemplos.

o0 Xn
° ParaZW, D =R.
n=0

oo
e Para Zn!X", D = {0}.
n=0

o0
e Para ZnX”, D= (-1,1).

n=0

o

Proposigao. Se a série de poténcias Zan(X —a)" converge em « # a, entdo
n=0

converge em todo x € R tal que |z — a| < |a — al.

Demonstragcao. Daqui a pouco. ]

oo
Teorema. Seja E an(X — a)" uma série de poténcias que converge em algum

n=0

o
a # a. Entao, existe R > 0 (possivelmente R = +o0) tal que Zan(X —a)"

n=
converge em todo x € R; |[x —a| < R e diverge em todo x € R; |x — a| > R.

16



o0
Demonstragao. Seja D = {a € R : Zan(X — a)" converge em «}. Se D é
n=0
ilimitado, ent6 R = +o00. Suponhamos que D seja limitado e seja R = sup{|a—al :
o
a € D}. Afirmamos que Z an(X —a)"™ converge em todo = € R tal que |[x—a| < R.
n=0

De fato, é suficiente tomar o € D tal que |z — a| < | — a| e recorrer a proposigao
oo

acima para justificar tal afirmacao. Também, é claro que Z an(X — a)" diverge

n=0
em todo = € R tal que |x — a| > R, visto a supremacia de R. O
(o)
Se a série de poténcias g an (X —a)" converge somente em a, dizemos que o seu
n=0

raio de convergéncia é 0. Caso contrario, dizemos que o seu raio de convergéncia
é o nimero R > 0 (possivelmente R = +00) concebido no teorema acima.

o
Observacao. Se a série de poténcias E an(X — a)™ tem raio de convergéncia
n=0

[e.@]
R > 0, entao Z an(x —a)" converge absolutamente para todo = € (a — R,a+ R).

n=0
Sobre a continuidade das séries de poténcias, temos o seguinte resultado.

o
Teorema. Seja g an(X —a)" uma série de poténcias com raio de convergéncia

n=0
o0
R # 0. Entdo a fungdo S:(a — R,a+ R) — R dada por S(x) = Zan(az —a)" €
n=0
continua.
Demonstracao. Destaquemos os seguintes resultados.

Desigualdade. Dados x,h € R, para todo n € N, tem-se

(@ +h)" = 2| < n(lz] + [h)" 7 Al

[e.e]

Lema. A série de poténcias Znan(X —a)" converge absolutamente em todo
n=1

z € R tal que |z — a| < R. O
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Exercicios Resolvidos

ERG6. Seja (a,) uma seq. de nimeros reais positivos. Mostre que nao é possivel

oo oo
que E ag € E 2ar convirjam simultaneamente.
k=1 k=1

Solugdo. Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:

n 1 S 2
ag+-—— > —.
"R, Tk
E, o resultado segue do fato da série harmoénica nao convergir.
d
oo o0 a
ER7. Seja (a,) uma seq. de nimeros reais. Se ai? converge, entio il
ja (an) q kzl " g kz .
converge. -
Solugdo. Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos:
1 N 1 S la|
—|a —.
s\ )2
oo
E, o resultado segue do fato da série Z 72 convergir.
k=1
O
ERS. S 1 a éri L
. Se p > 1, entao a série Z —p converge.
k=1
Solucdo. Por indugéao sobre n, mostramos que vale a desigualdade:
— <1+ —dr < ——.
Sueie [ el
=1
Portanto, fica provado que p > 1 implica que a série Z - ¢onvergente.
k=1
O
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Lista de exercicios

1. Seja (x,) uma seq. de ndmeros reais. Para cada n € N seja s, =
sup{Tn, Tn+1, Tnt2, ...}, caso exista tal supremo. Denotamos por lim sup z, o
o0

limite da seq. (sp). Considere a série de poténcias Z an(X —a)". Entao

n=0

a) se a seq. de numeros reais ({/|a,|) é illimitada, entao o raio de convergéncia
da série acima é R = 0;

b) selim sup {/|a,| = 0, ent@o o raio de convergéncia da série acima é R = +0o0;

c) se limsup {/la,| = p > 0, entdo o raio de convergéncia da série acima é
1
R=-.
p

Em particular, conclua que se {/|a,| — p, entdo o raio de convergéncia da
série
o
Z an(X —a)"
n=0

1
é R=+o00 quando p=0e R = — quando p > 0.
P

o0
2. Seja Z an(X — a)™ um série de poténcias com raio de convergéncia R > 0
n=0

(possivelmente R = +00). Mostre que as séries

o0 o0 a
Znan(X —a)" e Z - : 1 (X —a)"*!
n=1 n=0

tém raio de convergéncia R.

3. Determine o raio de convergéncia das seguintes séries:

a) > (-1)"X™
n=0
n! .,
b) on
n=0

4. Mostre que os zeros de uma fungao analitica sao isolados.
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[o.¢]
5. Seja E an(X —a)" uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0
n=0

(possivelmenge R = +00). Mostre que a funcdo f:(a — R,a + R) — R dada por

f(z) = Z an(z —a)" é de classe C™° com
n=0

o0

FP(@) =3 n(n = 1)+ (0= (p— D)X — )7

n=p

para todo p € N..

20



