Topicos de Matematica I - Lista 12

Aula do dia 24 de junho de 2016
Data de entrega da lista: 01 de julho 2016

Este é um estudo dirigido, o qual estd contido nas paginas 85-89 do
livro-texto do curso, cujo objetivo é apresentar uma prova do Teorema de
Separacao de Jordan-Brouwer via a Teoria do Grau de Brouwer mod 2.

Seja X uma variedade suave, conexa, compacta de dimensao n. Seja
f: X — R uma aplicacao suave. Para cada z € R""! fora da imagem de
f, definimos o numero de voltas mod 2 que f da em torno de z como o grau
mod 2 da seguinte aplicacao de X em S™:
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O nimero definido acima sera denotado por Wa(f, z).

Os exercicios de 1 a 10 abaixo compoem a Lista 12. O objetivo dos 3
primeiros exercicios abaixo ¢ demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 0.1. Admita que X seja o bordo de uma O-variedade suave e com-
pacta D e seja F: D — R uma extensdo suave da aplicacdo f: X — R,
Se z € R" ¢ uma valor reqular de F' que estd fora da imagem de f, entdo
F~Y(2) é um conjunto finito com k elementos e os nimeros Wo(f,z) e k tém
mesma paridade.

Os exercicios de 1 a 3 estao nas condigoes apresentadas no teorema acima.

1) Se z estd fora da imagem de F', entdo W(f,z) = 0.

2) Considere F7'(2) = {y1,...,yx} e, em torno de cada y;, seja B; um
subconjunto de D, disjunto de 9D, difeomorfo a uma bola euclidiana de
dimensao n+1, de sorte que B; nao intersecta B; para ¢ # j. Seja f;: 0B; —
R™*! a restricao de F' a dB;. Prove que

Wo(f,z) = Wa(f1,2) + -+ + Wa(fr, z) mod 2.
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3) Use a regularidade de z para escolher bolas B; tais que Wa(fi,z) = 1 e
conclua a prova do teorema.

Daqui por diante, assumiremos que X C R""! é uma variedade suave, co-
nexa, compacta de dimensao n+1. Nos exercicios a seguir, usaremos Wy (X 2)
para denotar o nimero de voltas mod 2 que a aplicacao inclusao de X em
R"*! d4 em torno de um ponto que nao estd em X.

4) Seja z € R™™\ X. Mostre que, dado um ponto qualquer z € X e U C R*!
uma vizinhanca aberta de  em R"*!, entao existe um ponto de U que pode
ser conectado ao ponto z por um arco continuo que nao intersecta X.

5) Mostre que R™!\ X possui no maximo duas componentes conexas.

6) Mostre que se z; e 23 pertencem & mesma componente conexa de R" 1\ X
entao Wa(X, z1) = Wa(X, 29).

7) Dados z € R"™\ X e v € S", denote por 7(z,v) a semirreta que parte de
z na direcao v;
r(z,v) ={z+tv |t >0}

Mostre que r(z,v) é transversal a X para quase todo v € S".

8) Dados z € R™™\ X e v € S", tais que r(z,v) intersecta X tranversalmente.
Seja z; outro ponto de r(z,v) que nao pertence a X. Seja k o numero
de vezes que 7(z,v) intersecta X entre z e z;. Mostre que Wy(X,z2) =
W(X, z1) mod 2.

9) Conclua que R™™ \ X possui exatmente duas componentes,
{ze R"™\ X | Wa(X,2) =0} e {z € R"™\ X | Wy(X, 2) =1}

10) Teorema de Separacao de Jordan-Brouwer. O complementar de
uma variedade suave compacta, conexa e de codimensiao 1 em R"*! tem
exatamente duas componentes conexas; uma delas limitada.



