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Transversalidade

Sejam M e N suaves e seja () C N subconjunto suave. Uma aplicacao
suave f: M — N é dita transversal a ) no ponto p € M se f(p) € @ ou
fp) e Qedyf(T,M)+Tip)Q = Ty N. No caso em que f é transversal a @
em todo ponto p € M, dizemos que f é transversal a @) e denotamos f M Q.

Exemplos.
L fAQ)=0=fhaQ.
2. Para Q = {q}, [ M Q se, e somente se, ¢ é valor regular de f.
3. f: M — N submersao = f M Q.

4. Para o caso em que M e () sao subconjuntos suaves de N e f: M — N
é a inclusao dada por f(x) =z, V x € M, temos que a transversalidade
f M Q éequivalente a T,M +T1,QQ = T,N V p € N. Nesse caso, dizemos
que M é transversal a () e denotamos M M Q.

Teorema 0.1 (Valores Regulares Versao Geral). Sejam M e N suaves. Se-
jam Q C N suave e f: M — N uma aplica¢ao suave. Se f M Q (de forma
nao trivial, i.e. f~HQ) # 0), entio Z = f~YQ) € uma subconjunto suave
de M de dimensao igual a dim M — dim N 4+ dim Q. Além disso, para todo
p € Z, tem-se que o espago tangente T,Z coincide com (dyf) (T Q).

Demonstra¢ao. Como ser suave é uma condicao local, é bastante provarmos
que todo ponto de Z possui uma vizinhanga aberta U em M tal que U N Z
é suave de dimensdo dim M — dim N + dim Q. Sejam p € Z e q = f(p) €
Q. Como () é subconjunto suave de N, podemos escolher um sistema de
coordenadas locais p: V' — R™ de N em torno de ¢ de forma que p(VNQ) C
R*™™ x 0 C R”. Seja P:R"™™ x R™ — R™ a projecao ortogonal sobre



R™. De acordo com essa construcao, g = Po p:V — R™ tem 0 como alor
regular e Q NV = ¢g~1(0). Para finalizar, considere uma vizinhanga aberta
U de M em torno do ponto p de forma que f(U) C V. Entao, vemos que
UNZ = (go f)~40) e, pela hipétese de transversalidade f th @Q, 0 é valor
regular de g o f, donde segue o resultado. O

Teorema 0.2 (Lema de Transversalidade. Versao Paramétrica). Sejam M C
R" ¢ N C R? suaves e seja Q C N suave. Seja S C RF um subconjunto
aberto. Se F:M x S — N € uma aplicacao suave transversal a Q, entdo,
para fo: M — N, dada por fs(x) = F(x,s), temos que

{seS|fihQ}

tem complementar com medida nula em R”.

Demonstracao. Defina P: M xS — S por P(z,s) = seig M x{s} - MxS
por is(x,s) = (z,s). Portanto, f; = F o, Por fim, observe que fs M Q
se, e somenste se, iy M F~1(Q) (veja Exercicio 1 da lista) e, i, h F71(Q)
(ou seja, M x {s} h F~71(Q)) se, e somente se, s ¢ um valor regular de
Prp-1g): F71(Q) — S. donde segue o resultado.

[

Abaixo, segue uma aplicacao imediata do Lema de Transversalidade acima.

Proposicao 0.3 (Resultado de Genericidade). Sejam M e @ C R" suaves
e seja f: M — R"™ uma aplicagao suave. Dado € > 0, existe uma aplicagao
suave f: M — R" transversal a Q e tal que || f(x) — f(x)| < € para todo
xre M.

Demonstragao. Seja F: M x R™ — R™ dada por F(z,s) = f(x) + s. Desde
que F' tima submersao, temos que F' th Q) e, pelo Lema de Trasversalidade,
{s e R" : f; h @Q} é denso em R™. Portanto, existe ||s|| < e, isto é
||f($)_fs($)|| <6 tal que fst O

Para finalizar, destacamos o seguinte resultado de estabilidade.

Proposicao 0.4 (Resultado de Estabilidade). Sejam M C R™ e Q C R?
suaves. Suponha M compacta e Q C RY fechada como subconjunto. Seja
S C R* um subconjunto aberto. Se F: M x S — R? € uma aplicacio suave,
e fs: M — N dada por f(x) = F(z,s), satisfaz fs, M Q para algum sg € S,
entao existe uma vizinhanca B de sy em S tal que fy N Q para todo s € B.



Lista de exercicios 03

1) Sejam M e N suaves. ) C N subvariedade e f: M — N aplic. suave tal
que f M Q. Se R é suave e g: R — M é aplic. suave, entao

g fHQ) <= foghQ.

2) Um Teorema de Anélise afirma que qualquer subconjunto fechado K C R™
pode ser escrito como os zeros de alguma fungao suave R” — R. Conside-
rando R™ mergulhado em R"™!, pondo R" = R" x {0}, use o teorema citado
para mostrar que todo subconjunto fechado K C R™ pode ser escrito como
uma intersecio M NR" x {0} em que M C R"™! é uma variedade suave.

3) Mostre que as esferas S" com n > 2 sdo simplesmente conexas.

4) Seja M C R? (fechado como subconjunto) suave de dimensao m. Mostre
que: se m+ 1 < ¢, entdao R?\ M é conexo.

5) Seja M C RY (fechado como subconjunto) suave de dimensao m. Mostre
que: se m+ 2 < g, entao R?\ M é simplesmente conexo.



