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Conjuntos suaves com bordo

NOtaQéeS‘ H™ = {(xh R ,Im) eR™ | T S O} e R™ = Rmfl x R.

Um subconjunto M C R* ¢ dito suave com bordo ou 9-suave de di-
mensao m se, para cada x € M, existe uma vizinhanca aberta U de x em
M difeomorfa a um aberto V' de H™ (o difeomorfismo ¢: V' — U é dito uma
parametriza¢ao local de M em torno de p).

O bordo de M, denotado por M, é constituido por todos os pontos de
M que sao imagens de pontos de R™~! x 0 C H™ via parametrizacoes locais.

Observacao. Como consequéncia imediata da proposi¢ao a seguir, vemos
que um ponto de M esta em seu bordo se, e somente se, esse ponto é imagem
de um ponto de R™~! x 0 € H™ para qualquer que seja a parametrizacao
local de M em torno do ponto.

Proposicao 0.1. Se f € um difeomorfismo entre abertos A e B de H™, entdo
pEANR™ ! x 0 q¢= f(p) € NR™ ! x 0.

Demonstracao. Dado um subconjunto X aberto de H™, para cada ponto
x=(x1,...,2,) € X temos o seguinte

T.X =R™se z,, >0 e T.X =R™ ! % 0se x, =0.

Em particular, temos que T, X sempre serd um subespaco vetorial de R™ e
satisfazendo: T, X = R™ se, e somente se, x € X NR™! x 0.

Por outro lado, ja vimos que, se f: A — B é um difeomorfismo com inversa
g: B — A, entdo temos aplicacdes lineares S:R™ — R™ ¢ S:R™ — R™ tais
que S(T,A) = T,B e S(T,B) = T,A, a saber, S = d,f ¢ S = d,g. Logo, fica
provada a proposicao. ]



Corolario 0.2. Seja M C RF um 0-suave de dimensdo m. Seja x € IM.
Para qualquer parametrizagao local de M :V — U tal que x € U, tem-se
que Y1 (x) e VNR™ ! x 0.

Proposicao 0.3. Sejam U C R¥ aberto e f:U — R uma funcdo suave. se
a € R € um valor reqular (nao-trivial) de f, entdo

{reU]| flz) <a}
¢ 0-suave de dimensdo k e bordo igual a f~(a).
Exemplos
1. Bola fechada em R" (via a fungao x — |z]?).
2. Faixas [0,1] x R em R"™! (via a fungao (¢,z) — t* —t).

Proposicao 0.4. Sejam M C R? suave de dimensao k e f: M — R uma
fungao suave. se a € R é um valor regular (ndao-trivial) de f, entdo

freM| f(z) <a}
¢ D-suave de dimensao k e bordo igual a f~(a).

Exemplo.

3 Hemisférios fechados de S™ s@o suaves com bordo igual a equadores (via
a funcao (z1,...,Tn41) — ;)

4 Dado M C R? suave de dimensao k, o cilindro [0, 1] x M é 0-suave de
dimensao k+1 e bordo igual a 0x MU1 x M (via a fungao (¢, x) — t2—t).

Proposicao 0.5 (Outra méquina de exemplos). Sejam M suave de dimensao
m e N uma O-variedade de dimensaon. Entao, M x N € 0-suave de dimensao
m +n e bordo igual a M x ON.

Espacos tangentes a conjuntos J-suaves

Neste contexto, usaremos, também, um conceito mais geral de espaco
tangente o qual estdescrito abaixo.

Espacgos tangentes generalizados. Dados X C R™ e x € X, definimos o
espacgo tangente generalizado de X em x por

T.X ={7'(0) e R™ | v:(—¢,0] = X ou~:[0,¢) = X; v(0) = z}.

Exemplos.



1. Se A C R™ é aberto, entao T,A = R™ para todo a € A.

2. Se X é subconjunto aberto de H™, entao, para cada ponto z € X,
T.X =R™.

3. Se M C R™ é suave, entao 7,M = T,M para todo p € M.

De posse do conceito de espagos tangentes generalizados, claramente, po-
demos ampliar o dominio das derivadas de aplicagoes suaves entre subcon-
jutos de espacos euclidianos f: X — Y para d, f: T,X — Tp)Y. Assim, de
forma natural, recebemos o seguinte resultado.

Proposicao 0.6. Sejam X C R™ e Y C R? subconjuntos. Seja f: X — Y
um difeomorfismo com inversa g:Y — X. Dados x € X ey € Y tais que
y= f(z) ex =g(y), tem-se que d, f(T,X) =T,Y ed,g(T,Y) =T, X.

Proposicao 0.7. Sejam M e N O-suaves. Se f: M — N ¢é difeomorfismo,
entao f(OM) = 0ON e T,M — Ty N € isomorfismo para todo x € N.

Proposicao 0.8. Seja M C RF 9-suave de dimensdo m. Para todo x € M,
tem-se que T,M ¢é um subespaco vetorial m-dimensional de RF. Além disso,
T,M € um subespaco vetorial de T,M e, T,M = T,M se, e somente se,
x & OM.

Observacoes

1. Se M é O-suave de dimensao m, entdao M é uma suave de dimensao
m+ 1.

2. Se M e N sao difeomorfos, entao M é 0-suave se, e somente se, N o é.

Para finalizar, destacamos a mais geral das méaquinas de exemplos de
O-variedades aqui apresentadas.

Teorema 0.9. Sejam M 0-suave de dimensao m, N suave de dimensao n
e f:M — N uma aplicagao suave. Se y € N € um valor reqular nao-trivial
de f, entao f~'(y) é uma O-variedade de dimensao m — n e bordo igual a

ffnoM.



Lista de exercicios 04

1) Mostre que [0, 1] x [0, 1] ndo é O-suave.

2) Seja M 0O-suave. Mostre que existe uma fungdo suave e nao-negativa
f:M — R tal que 0 é valor regular de f e 9M = f~1(0). (Veja o Teorema
de Partigao da Unidade no Livro-Texto pagina 52).

3) Seja M O-suave. Mostre que M é um subconjunto fechado de M.

4) Sejam M O-suave, N suave n-dimensional e f: M — N uma aplicagdo
suave. Mostre que o complementar do subconjunto de N formado pelos
pontos que sao simultaneamente valores regulares de f e fsy possui medida
n-dimensional nula.

5) Sejam M e N O-suaves e f: M — N um difeomorfismo. Mostre que
p € OM se, e somente se, f(p) € IN.



