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Conjuntos suaves com bordo

Notações. Hm = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm | xm ≤ 0} e Rm = Rm−1 × R.

Um subconjunto M ⊂ Rk é dito suave com bordo ou ∂-suave de di-
mensão m se, para cada x ∈ M , existe uma vizinhança aberta U de x em
M difeomorfa a um aberto V de Hm (o difeomorfismo ϕ:V → U é dito uma
parametrização local de M em torno de p).

O bordo de M , denotado por ∂M , é constitúıdo por todos os pontos de
M que são imagens de pontos de Rm−1× 0 ⊂ Hm via parametrizações locais.

Observação. Como consequência imediata da proposição a seguir, vemos
que um ponto de M está em seu bordo se, e somente se, esse ponto é imagem
de um ponto de Rm−1 × 0 ⊂ Hm para qualquer que seja a parametrização
local de M em torno do ponto.

Proposição 0.1. Se f é um difeomorfismo entre abertos A e B de Hm, então

p ∈ A ∩ Rm−1 × 0⇔ q = f(p) ∈ ∩Rm−1 × 0.

Demonstração. Dado um subconjunto X aberto de Hm, para cada ponto
x = (x1, . . . , xm) ∈ X temos o seguinte

TxX = Rm se xm > 0 e TxX = Rm−1 × 0 se xm = 0.

Em particular, temos que TxX sempre será um subespaço vetorial de Rm e
satisfazendo: TxX = Rm se, e somente se, x 6∈ X ∩ Rm−1 × 0.

Por outro lado, já vimos que, se f :A→ B é um difeomorfismo com inversa
g:B → A, então temos aplicações lineares S:Rm → Rm e S̃:Rm → Rm tais
que S(TpA) = TqB e S̃(TqB) = TpA, a saber, S = dpf e S̃ = dqg. Logo, fica
provada a proposição.
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Corolário 0.2. Seja M ⊂ Rk um ∂-suave de dimensão m. Seja x ∈ ∂M .
Para qualquer parametrização local de M ψ: Ṽ → Ũ tal que x ∈ Ũ , tem-se
que ψ−1(x) ∈ Ṽ ∩ Rm−1 × 0.

Proposição 0.3. Sejam U ⊂ Rk aberto e f :U → R uma função suave. se
a ∈ R é um valor regular (não-trivial) de f , então

{x ∈ U | f(x) ≤ a}

é ∂-suave de dimensão k e bordo igual a f−1(a).

Exemplos

1. Bola fechada em Rn (via a função x 7→ |x|2).

2. Faixas [0, 1]× Rn em Rn+1 (via a função (t, x) 7→ t2 − t).

Proposição 0.4. Sejam M ⊂ Rq suave de dimensão k e f :M → R uma
função suave. se a ∈ R é um valor regular (não-trivial) de f , então

{x ∈M | f(x) ≤ a}

é ∂-suave de dimensão k e bordo igual a f−1(a).

Exemplo.

3 Hemisférios fechados de Sn são suaves com bordo igual a equadores (via
a função (x1, . . . , xn+1) 7→ xi)

4 Dado M ⊂ Rq suave de dimensão k, o cilindro [0, 1]×M é ∂-suave de
dimensão k+1 e bordo igual a 0×M∪1×M (via a função (t, x) 7→ t2−t).

Proposição 0.5 (Outra máquina de exemplos). Sejam M suave de dimensão
m e N uma ∂-variedade de dimensão n. Então, M×N é ∂-suave de dimensão
m+ n e bordo igual a M × ∂N .

Espaços tangentes a conjuntos ∂-suaves

Neste contexto, usaremos, também, um conceito mais geral de espaço
tangente o qual estd́escrito abaixo.

Espaços tangentes generalizados. Dados X ⊂ Rm e x ∈ X, definimos o
espaço tangente generalizado de X em x por

TxX = {γ′(0) ∈ Rm | γ: (−ε, 0]→ X ou γ: [0, ε)→ X; γ(0) = x}.

Exemplos.
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1. Se A ⊂ Rm é aberto, então TaA = Rm para todo a ∈ A.

2. Se X é subconjunto aberto de Hm, então, para cada ponto x ∈ X,
TxX = Rm.

3. Se M ⊂ Rm é suave, então TpM = TpM para todo p ∈M .

De posse do conceito de espaços tangentes generalizados, claramente, po-
demos ampliar o domı́nio das derivadas de aplicações suaves entre subcon-
jutos de espaços euclidianos f :X → Y para dxf : TxX → Tf(x)Y . Assim, de
forma natural, recebemos o seguinte resultado.

Proposição 0.6. Sejam X ⊂ Rm e Y ⊂ Rq subconjuntos. Seja f :X → Y
um difeomorfismo com inversa g:Y → X. Dados x ∈ X e y ∈ Y tais que
y = f(x) e x = g(y), tem-se que dxf(TxX) = TyY e dyg(TyY ) = TxX.

Proposição 0.7. Sejam M e N ∂-suaves. Se f :M → N é difeomorfismo,
então f(∂M) = ∂N e TxM → Tf(x)N é isomorfismo para todo x ∈ N .

Proposição 0.8. Seja M ⊂ Rk ∂-suave de dimensão m. Para todo x ∈M ,
tem-se que TxM é um subespaço vetorial m-dimensional de Rk. Além disso,
TxM é um subespaço vetorial de TxM e, TxM = TxM se, e somente se,
x 6∈ ∂M .

Observações

1. Se M é ∂-suave de dimensão m, então ∂M é uma suave de dimensão
m+ 1.

2. Se M e N são difeomorfos, então M é ∂-suave se, e somente se, N o é.

Para finalizar, destacamos a mais geral das máquinas de exemplos de
∂-variedades aqui apresentadas.

Teorema 0.9. Sejam M ∂-suave de dimensão m, N suave de dimensão n
e f :M → N uma aplicação suave. Se y ∈ N é um valor regular não-trivial
de f , então f−1(y) é uma ∂-variedade de dimensão m − n e bordo igual a
f−1 ∩ ∂M .
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Lista de exerćıcios 04
1) Mostre que [0, 1]× [0, 1] não é ∂-suave.

2) Seja M ∂-suave. Mostre que existe uma função suave e não-negativa
f :M → R tal que 0 é valor regular de f e ∂M = f−1(0). (Veja o Teorema
de Partição da Unidade no Livro-Texto página 52).

3) Seja M ∂-suave. Mostre que ∂M é um subconjunto fechado de M .

4) Sejam M ∂-suave, N suave n-dimensional e f :M → N uma aplicação
suave. Mostre que o complementar do subconjunto de N formado pelos
pontos que são simultaneamente valores regulares de f e f|∂M possui medida
n-dimensional nula.

5) Sejam M e N ∂-suaves e f :M → N um difeomorfismo. Mostre que
p ∈ ∂M se, e somente se, f(p) ∈ ∂N .
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