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Grau de Brower moédulo 2

Antes de iniciarmos a exposicao da teoria do grau de Brower mod 2,
destacamos dois resultados que sao muito importantes para a fundamentacao
desta exposicao.

Teorema 0.1 (Teorema da vizinhanga tubular). Seja N C R? suave. Entao,
existem uma fungdo suave e positiva e N — R e uma submersao suave
m:N¢— N; n(y) =y para todo y € N, onde

Ne={zeR! ||z —y| <ely) para algum y € N}.

Teorema 0.2 (Lema de homogeneidade). Seja N C R suave e conezx. Dados
Y1,Yy2 € N, existe um difeomorfismo T: N — N, isotopico a identidade, tal

que T(y1) = 2

Sejam M e N suaves, de mesma dimensao, M compacto e N conexo.
Dada uma aplicacao suave f: M — N, para cada valor regular y € N de f,
definimos o grau moédulo 2 de f em y por

[ 1, se #fYy) é impar
deg?(f’ y) - { 0’ se #f_l(y) é par

Proposicao 0.3. Nas condigoes acima, degs(f,y) independe do valor regular
y € N escolhido.

Demonstracao. Fazer. O

Proposicao 0.4. Sejam M e N nas condi¢oes descritas acima. Sejam
f,9: M — N aplicagoes suavemente homotopicas e y € N wvalor reqular si-
multaneo de f e g. Entao degs(f,y) = dega(g,y).



Proposicao 0.5. Sejam M C R¥ ¢ N C RY variedades suaves, de mesma
dimensao, M compacta e N conexa. Sejam f:M — N aplicacao suave.
Dados, y1,y2 € N valores requlares de f, tem-se que degs(f,y1) = dega(f,y2).

Fundamentado na ultima proposigdo, o nimero degs(f,y) nao depende
do valor regular escolhido; esse nimero é chamado de o grau médulo 2 de
f e denotado por degy(f). Dessa forma, pentltima proposi¢ao acima diz que
o grau maédulo 2 é invariante por homotopias suaves.

Grau moddulo 2 de aplicacoes continuas

Sejam M e N C R? suaves, de mesma dimensao, M compacto e N conexo.
Dada uma aplicacao continua f: M — N, mostra-se que existe 6 > 0 tal que:

1. para quaisquer duas aplicagbes suaves f1, fo: M — N tais que || f;(z) —
f(@)|l < 0 para todo x € M (i = 1,2), tem-se que fi e fy sdo suave-
mente homotdpicas;

2. existe foo: M — N suave tal que || foo () — f(2)]| < 0 para todo x € M.

Assim, definimos o grau médulo 2 de f, denotado por degs(f), por:
degs(f) := degs(fs) para qualquer aplicagao suave f,.: M — N que satisfaga
o item 2 acima.

Teorema 0.6. Sejam M e N suaves, de mesma dimensao, M compacto e
N conezxo. Sejam f,g: M — N aplicagoes continuas. Se f e g sao continua-
mente homotdpicas, entio degs(f) = degs(g).



Lista de exercicios 5

1) Sejam M e N e R suaves, de mesma dimensao, M, N compactos e N, R
conexos. Sejam f,: M — N, g: N — R aplicagoes continuas. Mostre que

dega(g o f) = dega(g) - dega(f).

2) Sejam M e N variedades suaves, de mesma dimensao, compactos e cone-
xo0s. Seja f: M — N uma aplicagdo continua com degs(f) = 1. Mostre que
f ¢ sobrejetiva.

3) Mostre que homotopia suave define uma rela¢ao de equivaléncia no con-
junto das aplicagoes suaves M — N.

4) Seja f:S"™ — S™ uma aplicagao continua tal que degs(f) = 0. Mostre que
f tem um ponto fixo.

5) Prove que nenhum conjunto suave compacta (conexa) é continuamente
contratil.



