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Nesta aula, estudaremos como resolver a EDO

v+ ay + by = r(z), (1)

onde a,b € Rer: I — R (I C R um intervalo) é uma funcao
continua dada. Nesse sentido, diremos que

y' +ay + by = 0. (2)

¢ a EDO linear homogénea associada a (). (O nome ho-
mogénea se refere ao fato do segundo membro de ser 0.)

Se y, : I — R é uma solucao particular de (1)) e y, : I - R ¢é
uma solucao de , entao y := y, + y, também resolve . De
fato,

y' +ay +by = (yp +yn)" + aly, +yn)" + by, + yn)
(yp + i) + aly, + i) + by + yn)
= (y, + ay, + byy) + (yj, + ay;, + byn)
=r(z)+0=r(x).

*Copyright (©2020-2022 Prof. Dr. Antonio Caminha M. Neto. Permissio dada para
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Reciprocamente, se y : I — R é outra solugao de (1)), entdo um
calculo essencialmente analogo ao que fizemos acima garante que
yn =1y — y, 6 solucao de (2).

Como ja sabemos resolver (2)), o argumento do pardgrafo an-
terior garante que, a fim de resolver , é suficiente encontrar
uma solucao particular dessa equacao. Para fazer isso, utilizare-
mos um método denominado variagcao de parametros, o qual
lembra o método de busca por fatores integrantes, que usamos
para transformar EDOs de primeira ordem nao exatas em EDOs
exatas.

Comecemos recordando que toda solugdo de (2) pode ser
—az/2

escrita como combinacao linear das funcoes v = wuqe e
vy = uge /2 em que uj,uy : R — R sdo as solucdes especi-
als que construimos para u” — %u =0, em que A = a® — 4b.

Procuremos funcoes [1,[l, : I — R tais que
Yp = 111)1 + ZQUQ I — R

resolva (I)). (As fungoes [ e Il variam as fungoes v, e vy que
parametrizam as solucoes de ; dai vem o nome do método.)
Entao, queremos que

r(z) =y, +ay, + by,
= (lyvy + love)" + a(livy + lovs)" + b(lhv1 + lovs)
= (I{vy + 20707 + 1of) + (LBvg + 20505 + lovy )+
+ a(ljvr + 1)) + a(lhvg + lovs) + b(livy + lovg)
= (ﬁ’vl + lv] + vy + llzvé) + (ljv] + Lyvs)+
—(lyvr o)’

+a(lyor + lyve) + L (V] + avy 4 buy) + la(vy 4 avh + buy)

=0

=0
= (ljv1 + lyve) + (ljv] + lyvg) + a(ljvy + lHvg).
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Para tanto, vejamos se € possivel encontrar funcoes [; e [ tais
que

(3)

Uma vez feito isso, os calculos acima mostram que y, := ljv; +
lov9 Trealmente sera uma solucao particular de .

/1?)1 + Z/Q’UQ =0
w1+ Gy =r()

Para cada x € I, podemos ver (3)) como um sistema linear
em [i(z) e l5(x). Entdo, a teoria dos sistemas lineares garante
que conseguiremos encontrar [} (x) e l5(x) para todo = € [ se, e
so se, o determinante

V1 U2
v Uy

W(z) := (4)
for nao nulo para todo x € I. Tal determinante é o wrons-
kianoﬂ associado a , e note que ele esta definido para todo
x e R.

Admitindo por um momento que W (z) # 0 para todo = € I,
teremos pela regra de Cramer que

l/:i 0 vy :—@el’:i v 0] _
LW r v %% 2T W v W’
logo,
L(z) = — %(aj)dx e lo(z) = %(m)dm. (5)

Resta mostrarmos que W (x) # 0 para todo z € I. Faremos
isto no lema a seguir, mostrando que, de fato, W (z) # 0 para
todo = € R.

Lema 1. Nas notagdes da discussao acima, temos W(x) # 0
para todo x € R,

'Em homenagem ao matematico polonés Jézef Maria Hoene-Wroniski (1776-1853).
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Prova. Inicialmente, note que> e
/ /,
- d | vy vy V] V5 V1 U9
- d_ / / / + " "
U1 Uy 1 U2 U1 Uy
?tﬂ &Q_ U1 U2
—av] — buy —avh — by
-9
B V1 V2 b (%
vy U V1 Uy
= — ' i
CLW ,\)-‘ \jL - '\f

Sendo W' + aWW = 0, temos
W(x)=W(0)e ™ VzelR.

Portanto, basta mostrarmos que W(0) # 0. Lembrando que
v; = uje 2 temos v,;(0) = u;(0) e v’.(0) =« (0) — %u;(0) para
j j j j j j 2 Uj

7 =1,2, de sorte que

v =| 19 o

(0) =3
_ ul(O) UQ(O) _g Ul(O) UQ(O)|
ur(0) up(0) | 2] wa(0) ua(0)
_ | wa(0) u2(0)
ur(0) uy(0) |

Analisemos separadamente os casos A <0, A=0e A > 0:

(i) A < 0: como uy(x) = cos( _M) e uz(x) = sen( _Ax),

2 2
temos

1 vV—=A
R B

>

u1(0) u2(0) ‘ _ |
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(ii)) A =0: como ui(x) =1 e ug(r) = z, temos

. ul(o) UQ(O) o 10 .
o =6 o | =01 |10
(iii)) A > 0: como uy(x) = e ¢ ug(x) = 6_@, temos
w0 =[50 oy | =[5 g |=—VE A0

]

A discussao acima mostrou que o método de variacao dos
parametros sempre fornece uma solugao particular de , con-
tanto que saibamos calcular as integrais indefinidas em (J)).

Contudo, a fim de aplicar o método a exemplos praticos, em
vez de tentar gravar as féormulas em(f]) ¢ mais conveniente re-
produzir parcialmente sua deducao. Vejamos um exemplo nesse
sentido.

Exemplo 2. Resolva a EDO y"+4y = tgx no intervalo (Z,21),
sujeita as condigoes iniciais y(w) = ey (w) = —1.

Solucao. A solucao geral da equacao homogénea vy’ + 4y = 0 é
Yp = C1v1 + Covg, com vy = cos(2x), vy = sen(2x).

(Como a = 0 nesse caso, temos v; = u; para j = 1,2.) Entao,
fazendo y, = l1v1 + love, temos

/ /

Yy, +dyp = ... = (ljvr + Lva) + (I10] + lyvy),

e basta impor que

lll’Ul + ll2'U2 =0
]+ vy =tgax
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Agora,
v wve| | cos(2x)  sen(2z) |
Wiz) = v] vl ‘ N ‘ —2sen(2z) 2cos(2x) | 2
de sorte que
1 1
I = W ' tgqx ZZ | = —§v2tg::r; =3 sen(2x) tgr = —sen’
¢
1 U1 0 1 1
I, = W | o tgx | Evltgx = ECOS(Qx) tgx
= —(2cos’x — 1)tgax = = - 2cosxsenx — 1tgm
2 2 2
1 (22) 1‘5
= —sen — —tgux.
5 sen(2x) — S tgw
Portanto,
1
li(z) = —/sen2a:d:1: = /§(COS(2$) — 1)dz
1
=1 sen(2x) — g
¢
1 1
lo(x) :/ —sen(2z) — —tgx | dx
2 2
1 1
=7 cos(2x) + 5 log(— cos x)
(lembrando que x € (g, 37”) implica cosz < 0).
Segue finalmente que
Y =Yn T Yp
1
= (1 cos(2x) + cosen(2x) + (Z sen(2x) — g) cos(2z)

1 1
+ (_Z cos(2x) + 5 log(— cos :1:)) sen(2x),
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e as condigoes iniciais dao (verifique!)

() o T o 3T
) =1 Clh —— =T Cl = —
Y 1 5 1 5

'(rr) 1 & 2c = l&c .
m) = — —_ = = — = ——.
Y 275 2 1
[l

Por vezes, a expressao para r(x) dd uma pista sobre a forma
de uma solucao particular de . Vejamos um exemplo (para
outros, consulte a se¢ao 18 do livro-texto).

Exemplo 3. Dados a,b € R, ache uma solugcao particular para
(1) no caso em que r(z) = apx™+an,_ 12" 1 +. ..+ a1z +ag, com
a, # 0.

Solugao. A ideia é procurar uma solugao particular y, que tam-
bém seja um polinomio.

Se a = b =0, entao (1)) se reduz a y, = r(z), e basta antideri-
var o polinémio r duas vezes. Para os demais casos, o raciocinio
que exporemos a seguir funciona para quaisquer valores do grau
n de r e dos coeficientes a,, a,_1, ..., a1, ag. Contudo, a fim
de simplificar e dar uma ideia melhor dos calculos envolvidos,
vamos supor que

r(z) =22° —2* + 50 + 7.

Consideremos separadamente os casos (i) b # 0 e (ii)) b = 0,

a # 0:

(i) Se b # 0 e y, for um polindmio de grau m, entao y;, y,, e y, sa0
polinomios de graus m — 2, m — 1 e m, respectivamente. Como
b # 0, temos que y, +ay, +by, ¢ um polinémio de grau m; entao,
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para que haja alguma chance dele ser igual a r (que tem grau 3),
devemos tomar m = 3. Faga, pois, y,(z) = c32° + ca2® + 17+ ¢
e suponhamos, para ilustrar os calculos em um caso concreto,
que b =1 e a =3 (o caso geral é totalmente andlogo). Temos

Yp + 3y, typ =r1(2) &
& (c37” + ca® + 17 + )" + 3(c32”® + cox® + 1w + o)+
+ (e32® + cor® + 1 + cp)
—=22° — 2+ 5047
& c3x® + (e + 9c3)w? + (1 + 6cy + 6c3)x + (co + 3cy + 2¢0) =
=22% — 2 + 52+ 7.

Comparando coeficientes de monémios de mesmos graus, obte-
mos o sistema linear de equacoes

03:2
o+ 9c3 = —1
Cl—|—662—|—603:5 .
Co+3c1+2c0 =7

Substituindo o valor de c3 na segunda equacao calculamos co; em
seguida, substituindo os valores de ¢y e c3 na terceira equacao
calculamos cq, etc. Assim fazendo, obtemos c3 = 2, ¢ = —19,
C1 = 107, Coy — —276 e

yy(7) = 2% — 192* + 107z — 276.

(ii) Se b = 0, a # 0 e y, for um polinémio de grau m, entao y,
e yl’, sao polinomios de graus m — 2 e m — 1, respectivamente.
Como a # 0, temos que y, +ay, ¢ um polinémio de grau m — 1;
entdo, para que haja alguma chance dele ser igual a r (que tem
grau 3), devemos tomar m — 1 = 3, isto é, m = 4. Faca, pois,
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Yp(2) = caz + c323 + cox® + 17 + ¢o e suponhamos, para ilustrar
os calculos em um caso concreto, que a = 1 (o caso geral é
totalmente andlogo). Temos

y, +y, =r(r) &
S (et + e+ F ) (et +ed + . ) =
=22° — 2+ 5x + 7
& dega® + (3ez + 12¢4)2% 4 (2¢ + 6¢3)x + (c1 + 2¢9) =
=21° —2* +5r + 7.

Comparando coeficientes de monémios de mesmos graus, obte-
mos o sistema linear de equacoes

404 =2

3cs+ 12¢4 = —1

262 + 603 =5

c + 202 =7
Procedendo como em (i), obtemos ¢4 = 1/2, ¢3 = =7/3, co =
19/2, ¢ = —12. Como ¢y pode ser qualquer, tomando ¢y = 0
obtemos ! - 19

yp(z) = 51’4 — §:L'3 + 71’2 — 12z.

Estudo & Problemas

1. No livro-texto, leia as secoes 18, 19 e 20.
2. Na secao 18, faga os problemas 1 (itens (a), (b), (d)), 2 e 3.

3. Na secao 19, faca os problemas 1, 2, 3 e 5.
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4. Sejam dados numeros reais a,b,c,d e funcoes derivaveis
r,s : I - R em que I C R é um intervalo aberto. Ex-
plique como resolver o sistema de EDOs

v = au + bv + r(x)
v = cu+dv+ s(z)

(Sug: comece derivando a primeira equagao (porque isso
é possivel?). Em seguida, substitua a expressao para v’
obtida a partir da segunda equacao, seguida da expressao
para v, obtida da primeira equacao, para chegar a uma
equacao linear de segunda ordem e coeficientes constantes
em u.)
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