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Hoje, vamos aplicar a teoria desenvolvida na aula anterior
para estudar oscilacoes forcadas de um sistema massa-mola.

Uma vez mais, considere uma mola ideal com constante elés-
tica k > 0 e massa desprezivel, presa a uma parede por uma
extremidade e a um bloco de massa m pela outra. Admita que
o bloco repousa sobre o solo, que a mola esta disposta horizon-
talmente e que o sistema massa-mola oscila ao longo da direcao
definida pela mola.

Suponha que, além da forca elastica, possivelmente atua so-
bre o bloco (também nessa direcao), uma forga de amorteci-
mento cuja intensidade é proporcional a velocidade do bloco.
Suponha, ainda, que o corpo esta sujeito a uma forca excitadora
externa, que atua na mesma direcao das oscilagoes da mola com

intensidade
F(t) = Fycos(wot),

com Fy > 0, wy > 0. Nesse caso, dizemos que o sistema massa-
mola estd sujeito a uma oscilagao forgada por F'(t).
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Como antes, queremos discutir a evolucao temporal do mo-
vimento. Para tanto, sendo x = z(t) a elongacdo da mola no
instante t e ¢ > 0 a constante de proporcionalidade da forca de
amortecimento, a Segunda Lei de Newton da

ma" = —kx — cx’ + F(t),

de sorte que

C k FO
" + —1' + —x = — cos(wpt). (1)
m m m
Ja sabemos que as solugoes dessa equacgao sao da forma x =
xp, + xp, onde xp, € a solucao geral de

c

" /

P+ —r+—x=0
m m

e x, ¢ uma solugao particular de .
A fim de obter uma solugao particular x,, um “chute” razoavel
(devido a forma de F(t)) é procura-la da forma

x,(t) = Acos(wot) + Bsen(wot), (2)

para certos A, B € R. (Tenha cuidado! Tais constantes A e
B nada tém a ver com as constantes A e B que aparecem nas
expressoes para xp(t).)

Substituindo em ([I), obtemos

— Aw} cos(wyt) — Bw; sem(wot)Jr£ (—Awq sen(wot)+ Buwy cos(wt))
m

k E
+E (A cos(wot) + Bsen(wot)) = EO cos(wot)

ou, ainda,
cwy k

F
(—Awg + B g +A- i EO) cos(wot )+
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Uma vez que tal igualdade deve valer para todo ¢ > 0, os
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‘g_ § %?\k coeficientes de cos(wyt) e sen(wyt) devem anular-se. Entao, es-
2 z crevendo w? = % (lembre-se de que w é a frequéncia natural da
b- 2 4 mola), obtemos o sistema linear de equagoes

i)

(

(w2—w§)A+%-B: L
— A+ (WP —wi)B= 0

O determinante da matriz principal associada ao sistema acima

é
2 2 Cwo 2
w” —w — CWy
_%O w2ﬁw2 :(MQ_M(Q))Q"{_(m) ’ (3)
m 0

o qual é positivo se wy # w ou ¢ > 0.
Supondo, por enquanto, que estamos em um desses casos,

segue da regra de Cramer que

o an
m m
A 0 w’—wy| K w? — w}
W=+ () ™ @ ()
¢
w? —w? L
B -0 0 Iy cwo/m

W2 =)+ (52)° M (@ - wf)P o (52)

Observe que

A% + B2 =<
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Portanto, escolhendo ¢q € [0,27) de tal modo que

A B
COS () = ———— € sen ) = ————, 5)
vy A Vs s
obtemos
z,(t) = Acos(wot) + B sen(wot)
B
=/ A? + B2 <—-coswt +
g o)

—m . SeH(WOt))
= \/ A2 + B2( cos g cos(wyt) + sen g sen(wyt))

=/ A% 4+ B2 cos(wot — ¢p).
Entao, gracas a , temos
Fo/m
zp(t) =

= cos(wot — ¢p). (6)
Vi i+ ()

m

Agora, recordando que a EDO homogénea associada é

" + o + Ex =0,
m m
consideremos separadamente os casos (i) ¢ > 0; (ii) ¢ = 0 e
Wy # w.
Sp
06 (i) Se ¢ > 0, sendo A = T‘;L—Z — 2 temos
[==o
4 C'sen (@t + go) el se A <0
d zh(t) = ¢ (A + Bt)e 7!, se A=0 : (7)
“ Ae™t  Be™t ge A >0
-S, (Com ay,az < 0no caso A > 0, uma vez que ay +ag = —< < 0
w2 e alag = % > 0.)

Portanto, em qualquer caso, z;(t) — 0
exponencialmente quanto ¢t — 400, de sorte que

x(t) = x,(t) para t > 1.
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Por conta disso, z;, é denominada a parte transiente (isto é,
transitoria) da oscilagdo, enquanto z, é a parte estacionaria.

(ii) Se ¢ =0 e wy # w, temos B =0 ¢, gragas a (7)), cos gy = \_fu

e senyy = 0. Como A > 0< w > wy, temos

0, se w > wy
Yo = :
T, se w < Wy

Como A = —4w? < 0 nesse caso, (©) e dao

2(t) = wn(t) + (1)
Fo/m

= C'sen(wt + ) + o — o

cos(wot — ¢p).

(Observe que as constantes C' e ¢ sao determinadas por z(0) e
2'(0).)

Doravante, suporemos, por simplicidade, que ¢y = 0. (O caso
w9 = 7 pode ser analisado de modo semelhante, utilizando as

férmulas sen(u — ) = —senwu e cos(u — m) = —cosu.) Entao,
w > wp e
F()/m
t)y=C_ t — t).
x(t) sen(wt + ) + o cos(wot)

Para entender melhor o comportamento de z(t) a medida em
que t evolui, note que a EDO homogénea associada ao problema
é, nesse caso (¢ = 0), 2" + w?x = 0. Portanto, cos(wt) também
a resolve, de forma que, trocando x(t) = C'sen(wt + ¢) pela

funcao C'sen(wt + ¢) — j;o_/ =, - cos(wt), podemos escrever z(t)
0
como
F
z(t) = C'sen(wt + @) + %(cos(wot) — cos(wt)).
— Wp
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Transformando cos(wyt) — cos(wt) em produto, segue que

z(t) = Csen(wt + p)—

2Fy/m W — W w + Wy
— — 5 - sen 5 t - sen 5 t.

2 _
w* — wj

Denotando

2 _ 2
W — Wy 2

Ay = 2/ (M) t, (8)

temos

z(t) = C'sen(wt + @) + A(t) sen (w J;w()) t

wHwy ~v

Suponha, agora, que wy = w mas wy # w. Entao, =5 = w,

de sorte que
z(t) = Csen(wt + ¢) + A(t) sen(wt),

¢ 2m
com sen(wt + @) e sen(wt) tendo periodos =

Entretanto, segue imediatamente de que A(t) tem peri-
A7 2Fy/m
jwo—wl w2 —wg|’

odo e amplitude 0s quais sao muito maiores que

2
27” e C, uma vez que |wp—w| < 1. (Recorde que C' = /a3 + %,
onde x( e vy denotam o deslocamento e a velocidade iniciais do

bloco.)
Portanto, para valores de t tais que
1 2F0/m F()/m
At > = =
A>3 =l ~ -
temos

x(t) = A(t) sen(wt),
perturbado pela vibragcdo de fundo C'sen(wt + ).
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figura a seguir traz um esboco qualitativo dos graficos de

A
sen(wt), A(t) e A(t) sen(wt) (de cima para baixo). Dizemos que
tal grafico corresponde a sendide sen(wt), modulada pelo fator

A(t):

~
Carrier Signal v
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L £ 5
(o]
I
Amplitute Modulated Signal

Figura 1: esbogo qualitativo do gréfico de A(t) sen(wt).

Por fim, se ¢ =0 e wy = w, entao os argumentos que utiliza-

mos para procurar uma solugao particular para (|1)) nao funcio-
nam mais, uma vez que o determinante (3)) se anula.

Contudo, nesse caso se reduz a

F
2" + wr = =2 cos(wt)
m

(9)

e, uma vez que a equacao caracteristica de z” + w?z = 0 tem
duas raizes iguais, um candidato razoavel a solucao particular ¢

y(t) = t(Acos(wt) + Bsen(wt)).
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Para ver se esse “chute” dara certo, note que, com x,(t) dessa
forma, calculamos

T, = A cos(wt) 4+ Bsen(wt) — t(flw sen(wt) — Bw cos(wt))

xl) = —2Aw sen(wt) + 2Bw cos(wt)
— t([le cos(wt) + Buw? sen(wt))
= —2Awsen(wt) + 2Bw cos(wt) — w’x,.

Dessa forma, z, resolve @ se, e sO se,

~ ~ E
—2Aw sen(wt) 4+ 2Bw cos(wt) = = cos(wt).
m

Portanto, fazendo —2Aw = 0 e 2Bw = %, obtemos a solucgao

particular

E
zpy(t) = ﬁ -t sen(wt),

de sorte que
2(t) = xp(t) + (1)
Ey
=C t — 1 t).
sen(wt + @) + ST sen(wt)

Para t; = (2k + 1)5-, com k € N, temos wt; = (2k + 1)

2w
km + 3, de maneira que

s
2

x(ty) = Csen(wtr + @) + - wity, sen(wty)

0
2mw?

s Fy s s
= ('sen <k7r + 5 + ap) + 52 <k;7r + 5) sen (knr + 5)

s (—1>kFO v
= ('sen (lm+§> COSQD—I—W (lm+§>

= (=1)F (CcosgoJr o <k:7r+g>>

2mw?
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Portanto, |z(tx)| — +00 & medida que k — +00, e dizemos que
ocorre ressonancia.

Uma maneira simples de resumir a discussao acima em pa-
lavras é dizer que a igualdade entre as frequéncias natural e da
forca de excitacao externa amplifica as oscilacoes de tal forma
que, eventualmente, a mola sofrera uma deformacao perma-
nente.

O fenomeno de ressonancia pode afetar oscilacoes mais com-
plexas, como aquelas geradas em pontes pelo fluxo dos ventos.
Assim, ao projetar uma ponte, os engenheiros tém de levar em
consideracao o regime de ventos da regiao, sob pena de incor-
rer em situacgoes catastréficas, como o célebre desabamento da
primeira Tacoma Narrows Bridge, que colapsou em 7 de No-
vembro de 1940, somente quatro meses apds inaugurada. A esse
respeito, assista o video https://www.youtube.com/watch?v=
mXTSnZgrfxM&t=462s.

Estudo & Problemas

1. Leia a secao 20 do livro-texto.


https://www.youtube.com/watch?v=mXTSnZgrfxM&t=462s
https://www.youtube.com/watch?v=mXTSnZgrfxM&t=462s

