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Nesta aula, nosso objetivo é provar alguns resultados sobre
a oscilacao e os zeros de solucoes de uma solucao nao trivial de
uma EDO do tipo

y' +p(x)y + q(x)y =0, (1)

onde p,q : I — R sao funcoes continuas dadas. Tais resultados
sao devidos ao matematico suico do século XIX Jacques Sturm
e, por isso, sao conhecidos como os teoremas de Sturm.
Comecemos com um resultado auxiliar, para cuja prova lem-
bramos que, se (x,),>1 ¢ uma sequéncia de nimeros reais, entao
uma subsequéncia de (x,),>1 é a sequéncia obtida restringindo
n a um subconjunto infinito de indices, isto é, algo do tipo
(Tnys Thyy Ty - - -), Dara certos naturais n; < ng < ng <
Nesse caso, é costume denotarmos a subsequéncia por (z,, )i>1-

Lema 1. Sey : I — R € uma solugcao nao identicamente nula
de () e [a,b] C I, entaoy tem no mdzximo um numero finito de
zeros em [a, b].
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Prova. Por contradicao, suponhamos que y tivesse uma sequén-
cia (x,)n>1 de zeros distintos no intervalo [a, b].

Pelo Teorema de Weierstras, dessa sequéncia de zeros po-
derfamos extrair uma subsequéncia (x,,)r>1, convergente para
um certo g € [a,b]. Sendo esse o caso, terlamos:

k k
T, — Lo = y(fvgk) — y(wo) = y(z09) = 0
¢ 0—0
Y (x9) = lim y(@n,) — y(xo) — lim ——~ —0.
k——+o00 xnk — X k—+o00 xnk — X

Mas, sendo y(xg) = 0 e y/'(z9) = 0, a parte de unicidade do
Teorema de Existéncia e Unicidade para PVI, aplicada a (),
implicaria que y = 0, o que é uma contradicao. ]

Teorema 2 (de separacao de Sturm). Se y; = y1(x) e yo = ya(x)
sao duas solugcoes LI de (II), entdo os zeros dessas fungoes, se
existirem, sao distintos e ocorrem alternadamente. Mais preci-
samente:

(a) Nao eziste xy € I tal que y1(xg) = y2(x0) = 0.

(b) y1 se anula exatamente uma vez entre dois zeros consecutivos
de 1o, e vice-versa.

Prova. Para o item (a), tome xy € I tal que y;(xo) = 0. Sendo
W o wronskiano de y; € s, temos

W (o) = y1(w0)ya(w0) — y1(w0)y2(w0) = —y1(z0)ya(20)-

Como as solugoes sao LI, mostramos na aula anterior (Lemas
2 e 3) que W nunca se anula. Logo, ¥}(xo)y2(zg) # 0 e, em
particular, ys(xg) # 0. Analogamente, ys(xg) = 0 = y1(xg) # 0.

Veja as notas de aula sobre convergéncia de sequéncias de nimeros reais.
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Olhando agora para (b), sejam a < b dois zeros consecutivos
de y» (o fato de que podemos tomar zeros consecutivos de 1
— caso haja pelo menos dois zeros — ¢é garantido pelo lema
anterior). Entao,

W(a) = yi(a)ys(a) — vr(a)yz(a) = yi(a)yy(a)

e, analogamente,
W(b) = y1(b)ys(b).
Como W nunca se anula (pois y; e y sdo LI) e W é uma
funcao continua em I, o TVI garante que W tem sinal constante

em [. Suponhamos, sem perda de generalidade, que W > 0 em
I (o caso W < 0 é anélogo). Entao,

y1(a)yy(a) >0 e y1(b)ys(b) > 0. (f%\

Se mostrarmos que y5(a) e y5(b) tém sinais opostos, seguird
das desigualdades acima que y;(a) e y1(b) também tém sinais
opostos, e o TVI garantird a existéncia de pelo menos um zero
para y; no intervalo (a, b).

Como a < b sao zeros consecutivos de ys, temos (novamente
pelo TVI) que y, tem sinal constante em (a,b). Suponha (de
novo sem perda de generalidade) que y, > 0 em (a,b). Entao,
para h > 0 suficientemente pequeno, temos ys(a + h) — ys(a) =
y2(a + h) > 0, de sorte que

et )~ ()
pu— > .
) = g, B 20
Mas, como y5(a) # 0, deve ser y5(a) > 0. Analogamente,

yé(b) — lim y2(b+h) y?( )

h—0—

5[3xolv( 1S5¢@ <€:5>ue Ah\aée» OL (’K‘\

<0,
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logo, y5(b) # 0 implica y5(b) < 0.

Por fim, se y; tivesse pelo menos dois zeros ¢ < d no intervalo
(a,b), entao, repetindo o argumento acima trocando os papeis
de 17 e 9, concluiriamos que y, teria pelo menos um zero no
Na. Av)o_ C‘S .

intervalo (¢, d). Por sua vez, isso contradiria o fato de que a e b
sao zeros consecutivos de yo. Y . by vy 0
A fim de investigar a existéncia de zeros para solugoes de (), byc &R
precisamos colocar tal equacao em sua forma normal, isto é,
uma certa EDO equivalente (em um sentido a ser precisado) & V= W\
original, mas sem termo em 3’. Para tanto, utilizando variagao .
de parametros, escrevamos y como y = uv, com u e v fungoes a ’ b%
determinar. T=e
Partindo de v + p(z)y + q(x)y = 0, com p,q : I — R \ ~Au=0
continuas, e procedendo como na aula anterior, temos Z"
y' + o)y +q(a)y = A= -l
= (w)" + p(z)(uv) + q(z)uv
= (wv" + 2uv" + u"v) + p(z)(uv' + u'v) + q(z)uv
=ovu" + (20" + p(x)v)u’ + (V" + p(a)v' + g(x)v)u.

(2)

Impondo que 2v'+p(z)v = 0, sabemos que uma possibilidade

é , TN cempors- o <7 vmﬂ,bv
v = 2P - =2 N

Por outro lado, tomando tal v e supondo que p’ : I — R também gQ,g\ -\0\(01\1@‘4
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é continua, temos
, 1

' = = gpla)e = o =~ (@0 + pla))

logo,

V' 4+ p(z)v" + q(z)v =

— (—%p’(x) + ip(fcy) v— %P(x)% +q(z)v

= (at0) - ot = 300 ) v

Voltando a (2]) e recordando que v > 0 em [, concluimos que

y' +p(2)y +q(x)y =0« W= D (ambes)
& vu” + (q(x) — %p(az)2 — %p'(m)) vu =0 4
S v+ 7(x)u=0, W= Q’()ﬁ\ U\gsl(x\ - Zf‘(ﬂ>u
em que 1 1 , 4
(o) = alo) (e — gp/). % B -1 (3
A forma normal de (1) (supondo que p,p’,q : [ — ]l%s a0
continuas) é a EDO
u" + 7(x)u =0, (4)

em que 7 : [ — R é dada por (). Sua importancia reside no
fato de que
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u resolve (@) <= uw resolve (Il), com v > 0.

Assim, para estudarmos os zeros de uma solucao nao trivial de
(), é suficiente estudarmos os zeros da solugao correspondente

de (). Nesse sentido, um primeiro resultado é o seguinte.

T Cé\A{:’YI\J -
Teorema 3. Se 7 < 0 em I' e u = u(z) € uma solu¢do ndo

trivial de (), entdo u tem no mdximo um zero em 1.

Prova. Suponha que u tivesse zeros x1 < xo em I, oS quais
podemos assumir (pelo Lema [I]) serem zeros consecutivos de u.
Uma vez que u é nao trivial, argumentando como na prova do
Teorema de Separacao de Sturm, podemos supor que u é positiva
em (z1,x2) e u'(x1) > 0.

Sendo a € (x1,x2) o ponto de méximo de u, segue que u(a) >
0 e u”(a) < 0. Mas, por outro lado,

u'(a) = —7(a)u(a) > 0.
(Uma vez que 7(a) < 0.) Isso é uma contradigao! O
Mais interessante (e util) é o proximo resultado.

Teorema 4 (de oscilacao de Sturm). Seja 7 : (0,+00) — R
uma fun¢ao continua e u = u(x) uma solu¢ao nao trivial de
u' + 1(x)u =0 em (0,400). Se existe xy > 0 tal que T(x) > 0

para todo x > x( €
+00
/ 7(x)dr = 400,

Zo
entdo u tem infinitos zeros no intervalo (xg, +00).

Prova. Por contradicao, suponha que u s6 tem um nimero fi-
nito de zeros no intervalo (zy,+00). Entao, podemos tomar
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xr1 > o tal que u ndo se anula em [x1, +00). Trocando u por
—u, se necessario, podemos supor que u > 0 em [z1, +00).

As hipéteses sobre a funcao 7 nos permitirao provar que existe
xo > w1 para o qual u/(z9) < 0. Admitindo isso por um mo-
mento, note que

T > 1y = u'(z) = —7(x)u(z) < 0.

Entao, a férmula de Taylor com resto integral (ver a nota de aula
EDOs Lineares de Sequnda Ordem e Coeficientes Constantes I)
da, para x > x9

u(x) = u(ze) +u'(x2)(x — 13) + /x (x —t)u"(t) dt
? <0
< u(wg) + u'(x2)(z — x2).

<0

Assim, u(x) < 0 para x > x5, 0 que é uma contradigao.

Resta utilizarmos as hipéteses sobre 7 para garantir a existén-
cia de w9 > x1 tal que u/(x2) < 0. Para tanto, considerando a
funcao f : [z1, +00) — R dada por

basta garantirmos a existéncia de xo > x tal que f(x2) > 0.
Para o que falta, note inicialmente que

/= u'u— (W) (—Tu)u— (u)’
N u? N u?
Tu? + (u')? '\ 2
=7+ 2>
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Entao, o TFC e a estimativa acima dao

Fa) = s = [ (o)t > / (b di

:LT@ﬁ—L@WMt

— 400 quando x — 400.

Assim, é claro que podemos tomar xo > x; tal que f(z3) >
0. O

Exemplo 5. A equacao de Bessel de ordem p > 0 é a EDO de
segunda ordem

$2y” + xy/ + (,IQ _p2)y =0
em (0, +00), onde p é um parametro real. Uma solu¢ao nao tri-
vial y, : (0,400) — R dessa equagao é denominada uma fungao
de Bessel.
Um céalculo simples (cf. problema Pl) garante que a forma
normal da equacgao de Bessel de ordem p é a EDO de segunda
ordem (no intervalo (0, +00))

1 — 4p?
M+(L% p)u:Q (5)

A2

e vimos que os zeros de u e y, = uv (para um mesmo valor de
p) coincidem.
Nas notacoes da discussao anterior, temos

1 — 4p?
42
1

quando x — +o0o. Portanto, existe zy > 0 tal que 7(x) > 3

para x > x(, de sorte que 7 satisfaz as hipdteses do Teorema de

— 1

() =1+
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Oscilagao de Sturm. Entéo, u (e, logo, y,) possui infinitos zeros
no intervalo (0, +00).

A figura [Il esboca o grafico de um certo multiplo constante
da funcao y, (para 0 < p < 3 inteiro), denominado a fungao
de Bessel de primeiro tipo (e ordem p) e denotado por .J,.
Teremos mais a dizer sobre tais fungoes em aulas futuras.

1.0 A
0.8 1
0.6 T
0.4
0.2

0 -

—0.2

—0.4 1

—0.6 &

Figura 1: grafico de Jy (vermelho), J; (azul), Jy (verde) e J3 (magenta).

A seguir, temos o ultimo teorema de Sturm, que compara as
solugbes de duas EDOs distintas do tipo ().

Teorema 6 (de comparagao de Sturm). Sejam u; = wui(x) e
uy = us(x) solugoes nao triviais de v’ + m(x)u = 0 e u” +
(z)u = 0, com 11,79 : I = R funcoes positivds. Se 71 > T

; LR (onbia darmoct s
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em I, entao uy se anula pelo menos uma vez entre dois zeros
consecutivos de us.

Prova. Raciocinando uma vez mais por contradicao, sejam a <
b dois zeros consecutivos de us, e suponha que u; nao se anula
no intervalo (a,b). Trocando u; por —u;, se necessario, podemos
supor que uj, us > 0 em (a,b).

Seja W : I — R a funcao definida por W = ujuy — ujug (s6
nao chamamos W de wronskiano de u; e us porque tais fungoes
sao solugoes de EDOs distintas). Temos

W' = (ugub — ujus)
= Urtly + wuy — ujus — Uty
— u1<—7'2u2) — (—7'1U1)U2

= (71 - Tz)u1uz,

o qual é positivo em (a, b).
Integrando ambos os lados em [a, b] obtemos, pelo TFC,

b
W(b) = W(a) +/ W'(t)dt > W (a).

Contudo, como wus(a) = us(b) = 0 mas us > 0 em (a,b), ar-
gumentando como na demonstracao do teorema de gscilacaec
concluimos que

(. —
uy(a) >0 >/u’2(b)/_\ > Qe Panpsar
Entao, uma vez que ui(a),uy(b) > 0, temos S 7 2 \/GAAOAL

, , , W\ ' AQ e {
W(a) = (u1u2 — U1U2)(@) = U1 (a)u2(a) >0 otioUT . A:h zﬂ'ﬁimlﬂe;

‘Aﬂ. 3036 C‘\m/\, Pnc.asa,‘hqn

W) = (urt, — ua) 0) = i (D) < 0, (17 000
=>u,=0
10 ‘P|CW\A‘ ’
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de forma que
W(b) < Wi(a).

Isso da a contradicao desejada. ]

Nas hipdteses e notacoes do teorema anterior, seu significado
heuristico é que uy oscila mais rapidamente que us.

Exemplo 7. Seja y, uma funcao de Bessel de ordem p.

(a) Se 0 < p < 3, entao todo intervalo da forma (k, (k + 1)),
com k € Z,, contém ao menos um zero de y,.

(b) Se p > 3, entdo todo intervalo da forma (km, (k + 1)7), com
k € Z, contém no maximo um zero de y,.

Prova. Novamente, basta examinar os zeros de uma solucao nao
trivial u, da forma normal (). Facamos a prova de (a), deixando
a demonstracao de (b) como exercicio (veja o problema [).

Se 0 <p< %, entdo 1 — 4p? > 0, de forma que,

1 — 4p?
42

para todo = > 0. Portanto, pelo teorema anterior, u, se anula
pelo uma vez entre dois zeros de uma solucao nao trivial de

T(z) =1+ > 1,

u”+u = 0, digamos, u(x) = sen x. Basta, agora, perceber que os
zeros nao negativos de sen x sao da forma nw, com n € Z,. [

1 Estudo e exercicios

Leia o capitulo 4 do livro-texto (segoes 24 e 25) e faga os
seguintes problemas:

1. Mostre que toda solucao nio trivial de 3"+ (sen? z+1)y = 0
tem um numero infinito de zeros positivos.
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2. Complete a discussao do Exemplo B deduzindo a forma
normal da equagao de Bessel.

1

3. Encontre as solugoes da equagao de Bessel de ordem 3

4. Complete a demonstracao do Exemplo [7l.

5. Mostre que, se p > %, entao existe €, > 0 tal que uma fungao
de Bessel qualquer y, nao se anula no intervalo (0, €,). (Su-
gestao: aplique o Teorema [3)

6. Mostre que, se p > %, o conjunto dos zeros de uma funcao de
Bessel y, no intervalo [0, +00) forma uma sequéncia xy <
r1 < X9 < x3 < ... tal que z, — 400 a medida que
n — +oo. (Sugestdo: aplique o resultado do problema
anterior, juntamente com o Exemplo [il)
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