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Uma estratégia importante para a obtencao de solugoes para
certas EDOs de segunda ordem da forma

y' +p(x)y + q(x)y = r(z),

num intervalo do tipo (—a, a), é tentar escrever y = y(z) como
uma série de poténcias

y(x) = apg + a1z + asx® +azx® + ... = Zakajk.

k>0

Se as fungoes p,q,r : (—a,a) — R também puderem ser
escritas como séries de poténcias, entao, apds substituir as ex-
pressoes para ¥y, p, ¢, v na EDO e igualar coeficientes de cada
poténcia de x dos dois lados dela, obteremos um sistema linear
infinito de equacoes, que nos permitird calcular sucessivamente
os coeficientes ag, a1, as, ...e, assim, obter o candidato y a
solucao.

Para implementar essa estratégia de forma coerente, precisa-
mos estudar um pouco sobre séries de poténcias, e faremos isto
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aqui. Nao demonstraremos todos os resultados, mas os enun-
ciaremos de forma precisa e mostraremos como utilizd-los. As
demonstragoes omitidas podem ser encontradas em [I] ou [2].

Definicao 1. Uma série de poténcias ¢ uma série da forma

Zak(ﬂc —:Uo)k, (1)

k>0

onde ag, ai, as, ...sao numeros reais dados. Como no caso de
séries numéricas, dizemos que a,(xr — )" € o n-ésimo termo
da série de poténcias e que a, ¢ o n-ésimo coeficiente da
série. Também, dizemos que a série (1) € centrada em xg.

Estamos interessado em entender o conjunto dos x € R tais
que a série (1)) converge. Um desses é, evidentemente, z = x, e
o resultado a seguir explica o que acontece em geral.

Teorema 2. Dada a série de poténcias .-, ar(x —z0)F, existe

0 < R < +o0 tal que a série converge absolutamente em (xg —
R,xo + R) e diverge fora de [xrg — R, zo + R].

Prova. Note primeiramente que a série Y-, ar(r — 20)* con-

verge absolutamente no intervalo (g — R, g + R) se, e s6 se, a
série >, ., axx"® converge absolutamente no intervalo (—R, R).
Portanto, para simplificar a notacao, podemos supor que xy = 0.

Afirmagao 1: se a série Y., arz" é convergente quando z =
a # 0, entao ela é absolutamente convergente, qualquer que
seja x € (—a, ).

De fato, para um tal x, temos

x|k
> loua] = Y e [] @

k>0 k=0
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n
Mas, como ) .-, apa® converge, sabemos que a,a" — 0, logo,
existe ng € N tal que

n>ny = |a,a"| <1,
portanto, segue de que
x|k x|k
k> ng = |apa”] )—‘ < ’—‘ :
o o
Entao, uma vez que a série geométrica Zano }%‘k é convergente

(pois |£] < 1), o teste da comparacdo garante que o mesmo se
a >
k - k
passa com ;.. |apz”| e, assim, com Y, o |apz”].

Afirmagao 2: se a série ), apx® é divergente quando z =
B # 0, entao ela é divergente, qualquer que seja x € R tal que
|z > |5].

Realmente, para um tal z, se a série ), apx® convergisse,
entao, pela afirmacao anterior, tal Convergéncia acarretaria a
convergéncia absoluta (logo, a convergéncia) da série >, -, ax/",
o que é um absurdo. -

As afirmacoes 1 e 2 garantem que uma das trés possibilidades
a seguir ocorre: (i) a série s6 converge quando x = 0; (ii) a série
converge absolutamente, para todo = € R; (iii) existem a, 3 > 0
tais que o < 3 e a série converge absolutamente quando || < «
e diverge quando |z| > f.

Se um dos casos (i) ou (ii) ocorrer, nada mais hé a fazer.

Se (iii) ocorrer, entdo ja sabemos que a série de poténcias
converge absolutamente em (—a«,a) e diverge fora de [—0, 5]
A ideia, entdo, é aumentar o intervalo (—a, a) paulatinamente,
enquanto a série convergir, até chegar a um intervalo maximal
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em que ela convirja; esse intervalo maximal sera o intervalo de
convergencia.

Tecnicamente, a maneira correta de tomar esse intervalo ma-
ximal é definir

R = sup{r > 0; Z aru” converge absolutamente se |u| < r}.
k>0
Tal definicao tem sentido por sabermos que a série de poténcias
diverge em [, de forma que R < (5.
Com R definido como acima, afirmamos que ), apx® con-
verge absolutamente quando |z| < R e diverge quando |z| > R.
Para tanto, consideremos dois casos separadamente:

(i) Se |z| < R, tome r tal que |z| <7 < Re >,.,axu” converge
absolutamente quando |u| < 7. Entao, em particular, >, ., ayz*
converge absolutamente.

(ii) Se |z| > R mas Y, arz" converge, entdo a afirmacio 1
garante que Y., apu” converge absolutamente quando |u| <
|z|. Mas isso claramente contradiz a definicio de R. Logo,
> s axz® diverge. O

Nas notacoes do teorema anterior, dizemos que 0 < R < 400
é o raio de convergéncia e (o — R,xo+ R) ¢é o intervalo de
convergéncia da série de poténcias ([I).

O corolario do teorema anterior demonstrado a seguir mostra
que, em certas circunstancias, podemos calcular facilmente o
raio de convergencia de uma série de poténcias.

Corolario 3. Seja (ay)n>0 uma sequéncia de reais ndo nulos.

Se existe 0 < R < +o00o tal que lim,_,

= R, entao a

An+41
série de poténcias Y~ ar(x —z0)* tem raio de convergéncia R.

4
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Prova. Como
)" e —mo| w |z —

’ ’

R

an+1(x — 2o
an(x — )"

_Qn
anJrl

o teste da razao garante que a série Zk>0 ap(r — xo)k converge

absolutamente se 2=20l = %l 1 ¢ diverge se Lol - 4. Assim, a série

converge absolutamente se |z —x¢| < R e diverge se |xt—xo| > R,
logo, tem raio de convergéncia R. ]
Exemplo 4.

(a) A série de poténcias Y, to* tem raio de convergéncia 1,
1/n ’ _ ntl n) 1

uma vez que ‘ 1/(n+1) o

(b) Asérie Y, klz" tem raio de convergéncia 0, pois

n! ‘_

o1 0.

(c) A série Zk>1 Lz — 2)"C tem raio de convergéncia 400, pois

;. . ~ . N ;. k
(d) O corolario anterior nao se aplica a série » -, %ﬁ , uma
vez que ela tem infinitos termos com coeficientes iguais a 0.

(e) Dado a # 0, a série Y, (az)* tem raio de convergéncia

ﬁ) pois |a%_il| = ﬁ, para todo n > 0. Para |z| < ﬁ’ ja
sabemos que
1
k_
_ - 3

A seguir, colecionamos outro resultado muito importante so-
bre séries de poténcias, o qual é fundamental para a aplicacao
das mesmas a EDOs.
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Teorema 5. Se a série de poténcias Y-, ax(x — xo)* tem raio
de convergéncia R >0, e f: (xg — R,xo + R) = R € a funcdo

dada por
@) =3 anlw — a)",

k>0
entdo f € derivdvel e integravel. Além disso, para todo x €
(xg — R, 0+ R), tem-se:

(a) f'(x) =D ho1 kar(z — o)L
(b) f;i f)dt =370 75 (@ — o)™

Em palavras, o teorema anterior diz que uma série de poténci-
as com raio de convergencia R > 0 pode ser derivada e integrada
termo a termo, e que os resultados sao séries de poténcias com
raios de convergéncia maiores ou iguais a R. De fato, admitindo
a validade do teorema, é quase imediato mostrar que as séries
dos segundos membros dos itens (a) e (b) também tém raios de
convergeéncia iguais a R. A esse respeito, veja o problema [2]

O corolério a seguir refina o item (a) do teorema anterior.

Coroldrio 6. Se a série de poténcias Y- ar(x —x0)* tem raio
de convergéncia R >0, e f: (zg — R,xo+ R) — R € a fungdo

dada por
fl) =) ar(w — o),

k>0
entao f € infinitamente derivdvel e, para todo n € N, tem-se

F(a) = 3 e o = o)t (1)

para todo x € (xg — R, xg + R). Em particular,
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Prova. O teorema anterior da o caso n = 1 e garante que a
série de poténcias Y, kax(r — )" ! tem raio de convergéncia
maior ou igual a R.

Suponha, por hipétese de inducao, que f é m vezes derivavel,
com '

Fm () = Z _ Klay (z — zo)" ™,
= (k —m)!

e que essa ultima série também tem raio de convergéncia maior
ou igual a R. Entdo, novamente pelo teorema anterior, f(™ &
derivavel e a série de poténcias que define ( f (m)), = fm+D) tem
raio de convergencia maior ou igual a R, com

Fr) = 3 S (e ) )

k>m+1 (k —m)!

k'ak fe— 1
= > (& — o)=Y,
2 (k= (m+ 1)

Para o que falta, segue de que

nla,

F (o) |

n!

) () =

m:n!anéan:

]

Nas notagoes do corolario anterior, a expansao em série de
poténcias de f™ é obtida derivando termo a termo, n vezes, a
expansao de f em série de poténcias. Realmente, denotando a
n-ésima derivada de uma funcio por -L.

dz™
fornece
d" A 0, sek<n
—(I - l‘o) = k!

d.an W(SIZ — xo)k_n, Se k Z n ’

um calculo imediato

Também, a série de poténcias é precisamente a série de Taylor
da funcao f.
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Exemplo 7. O item (e) do Exemplo I garante que

1+x_Z

k>0

com raio de convergéncia igual a 1. Portanto, o item (b) do
Teorema garante que, também para |z| < 1, tem-se

_1)k

log(1 Y A S DFtk dt = ( L

og(l+2)= | 177 Z/ P
k>0 k>0

Exemplo 8. A respeito da funcao arctg : R — (—%, %), observe

que, para || < 1, tem-se

1 2, .4 _ 6 k. 2k
1—|—a:2:1_$ +2 —x —|—...:kz>0(—1)x :

Portanto, segue do Teorema [5| que, para |z| < 1,

tox = dt = 1)Fe2 dt
arctg z = /01+t2 Z/

k>0
:E+3:5 x7+
=r——=4+—=———=+4....
3 5 7

O problemal7]garante que a igualdade acima continua verdadeira
para x = 1.

Exemplo 9. Pelo Corolario , a série de poténcias ZkZO %xk

tem raio de convergéncia +oo. Se f(z) =, %xk para x € R,
o item (a) do Teorema [5| d&

/ 1 k—1 1 k
f@) =2 oy = g =@

k>1 k>0

Como f(0) =1, segue que f(x) = e*. Assim,

. 1
e zzgxk, VvV eR. (5)

k>0
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Terminamos esta aula aplicando o Teorema |5 para desenvol-
ver a fungdo f(z) = (1 + 2)*, a # 0, em série de poténcias
quando |z| < 1. Para tanto, dados @ € R e n > 0 inteiro, defi-
nimos o niimero binomial generalizado (%) pondo (8‘) =1
e, paran > 1,

(a) ala—1)(a=2)...(a—n+1)

n) n! ' (6)

O lema a seguir estabelece algumas propriedades titeis dos ntime-
ros binomais generalizados. A propriedade do item (a) também
¢ conhecida como a relacao de Stifel.

Lema 10. Dados a« € R en € N, temos:
() () = (1) + (G2
(b) 2(%) = (Zj), para todo o # 0.

Prova. O item (a) é um célculo fécil:

(a) N (a_l) — lala—D@-2)...(a—n+1)

n n n!
_%(a_l)(og—Z)...(a—n)
:%(@—1)(04—2)...(04—71—1—1)(04_(a_n))
1
— (n_l)!(a—1)(04—2)...(04—n+1)

-(270)

O item (b) segue imediatamente de ().
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O resultado a seguir é conhecido como o Teorema da Série
Binomial e é devido a Newton. Observe que (7)) generaliza a
formula usual do binomio de Newton, uma vez que (2‘) = 0 se
aeNek>a.

Teorema 11 (Newton). Para o # 0 e |x| < 1, temos

(L+2) =Y (Z) z*. (7)

k>0

Prova. Conforme observado, ja temos a validade de (7)) se a €
N U {0}. Suponhamos, pois, que o ¢ N U {0}; entao, (2‘) £ 0
para todo k£ > 0. Como

()
()

o Coroldrio 3| garante que a série ), (Z) z* tem raio de con-
vergéncia igual a 1. Portanto, a funcao f : (—1,1) — R, dada
por f(z) =) 10 (2‘) 2 é derivavel, com

Fla) =3 k(Z) e Z&((z _ D TG

k>1 k>1

B n+1 ,
Ja—n]

> 1,

em que utilizamos o item (b) do lema anterior na tltima igual-

10
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dade. Segue dai e do item (a) do mesmo lema que

(1+2)f'(x) =al+2) " (21)9““

k>1

. ;(z_i)w;(i_i)x’“)
(T ()
—a 1+;(kil>xkl> O‘;(g)xk

= af(z).

Como f(0) =1, segue que f resolve, no intervalo (—1,1), o PVI
{ (1+2)y =ay
y(0) =1 '
Para resolvé-lo (sem invocar o Teorema de Existéncia e Uni-
cidade), note que

a4 (T+2)") =—a(l+2)y+ (1 +2)y

dx
= (1+a) " (ay + (1 +2)y) = 0.

Assim, (14 x)~“y é constante no intervalo (—1, 1), de sorte que
(1+2)"*y =y(0) = 1. Entao, y(z) = (14+x)“ é a tnica solugao
e, como f também é solugao, temos f(z) = (1 + x)“. O

Corolario 12. Para o, B # 0, temos

(14 f2)" =" (‘;‘) ()",

k>0

para todo x € R tal que |x| < ﬁ

11
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Prova. Basta aplicar (7]), com Sz no lugar de z, observando

que |fz| <1< |z <\7%|' O

Exemplo 13. Podemos utilizar o Teorema Binomial para esti-
mar certos numeros reais. Por exemplo, utilizando os trés pri-
meiros termos da expansao binomial para estimar v/31, obtemos

B 1 1
- 5.-16  52-256
3 6
_9_ o
104 108
— 1,98734375.

Pode ser mostrado que tal valor esta correto até a quinta casa
decimal!

Estudo & Problemas

1. Calcule os raios de convergéncia das séries de poténcias dos
itens a seguir:

() Ps0 Zprt"

12
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(b) > k=0 e gk
(€) Ypso ™

2. Se a série de poténcias Y, ar(z — )" tem raio de con-
vergéncia R > 0, use o Teorema [5| para mostrar que as
séries de poténcias

Z kap(xz — z0)F!

k>1 k>0

)k—H

k+1

também tém raios de convergéncia iguais a R.

3. Mostre que, para todo = € R, tem-se

senx = ﬂx%_l e Ccosx = (_1)kx2k
Z(%—l)! 2 (2k) "
k>0 k>0

(Sugestao: use o teste da raiz para verificar que as fungoes

f(@) =22 22)’1)@2/{—1 e g(x) = > 150 %37% estao de-
finidas em toda a reta. Em seguida, conclua que f'(x) =
g(x) e ¢d(x) = —f(x), logo, que f e g resolvem a EDO
v +y=0.)

4. Mostre que (1 —2z)71/% = Zk>0%( )xk para |z| < 3.

5. *Paran € Ne |z| < 1, prove que ﬁ > k0 (”+Z at.
(Sugestao: partindo de = Zk>0 z¥, aplique o Corolério
6l Alternativamente, expanda (1— :L‘) com o auxilio da
série binomial.)

6. Mostre que, para |z| < 1, tem-se
_ 1 2k o1
arcsenx—;4k(2k+1)<k)x :

13
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7. Novamente a respeito da funcao arctg : R — (—%, %), faca
0s seguintes itens:

(a) Mostre que, para todo = € R, temos

_1\n,.2n
n—1,2n-2 (—=1)"x
1+ 22

1

i -2 4ot 204 4+ (=1)

(b) Integre ambos os membros da igualdade do item (a),
de 0 a 1, para deduzir a formula de Leibniz para 7:

T 1 1 1

S

4 3 5 7

8. A férmula do Exemplo [7| pode ser modificada de modo a
calcular log a, para todo a > 0. Para tanto, faca os seguin-
tes itens:

(a) Mostre que, para z € (—1,1), temos

7

11 1+ +x3+x5+x+
— 10 =X —_— — —
508 - 35 "7

(b) Mostre que x +— f_r—f; define uma bijegao de (—1,1) em
(0, +00).
(c) Utilize a férmula do item (a) para calcular log3 com
quatro casas decimais corretas.
9. Leia a secao 26 do livro-texto e faca o problema 7.

10. * O conjunto dos naturais é particionado em m progressoes

aritméticas infinitas e nao constantes, de razoes dy, do, . . ., d,,.
Prove que

- + ! +...+ L 1

dl d2 o s . dm h— .

14
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11. * Sejam u, v, w : R — R funcoes dadas pelas expansoes em
séries de poténcias

23 2% 2?
u(x):1+§+a+a+...

R S 1)
v<x):x+ﬁ+ﬁ+1_0!+”'

B L S Rt

w(x)—g—i—a—f—g—f—ﬁ—f—....

Prove que, para todo real x, tem-se

u(z)? +v(2)* + w(z)® = 3u(z)v(z)w(x) + 1.
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