18. O Método de Frobenius
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A discussao da aula anterior nao se aplica a equagao de
Eulerfl],

2*y" + pry + qy =0, (1)

com p,q € R, nao ambos nulos, se quisermos uma solucao defi-
nida em um intervalo da forma (—r,r), para algum r > 0.
Realmente, para x # 0, tal equacao equivale a

v+ 2y + Sy =0,
X i

e vemos que pelo menos uma das fungoes v +— L ez — 4
nao admite expansao em série de poténcias em intervalo algum
centrado em 0 (pois, do contrério, as duas fungdes admitiriam
extensoes continuas a 0, o que nao é o caso para x +— £ se p # 0
e para x + 5 se q # 0).

Contudo, restringindo-nos ao intervalo (0, +00) e procurando
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Woce terd oportunidade de ver como a equacio de Euler aparece em Fisica Matemdtica
nos problemas propostos & aula “A Importancia Fisica da Equacdo e dos Polinomios de
Legendre” , mais adiante.
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solugoes da forma y(x) = z*, obtemos

22+ pry' +qy =2 tt — Va2 4 pr -t 4 gat

=t(t — 1)a' + pta’ + g2
= (t(t —1)+pt+q)a',
de sorte que

xzy"+pxy’+qy20<:)t(t—1)+pt+q:0.

Dessa forma, sendo oy e aw as raizes (possivelmente comple-
xas) da equacao de segundo grau

tt—1)+pt+q=0, (2)

obtemos as solucoes

(%)

yi(z) =z e yo(r) = 2,

as quais sao LI se ay # ao.

Se a1, ¢ R, entdo ay e as sdo complexos conjugados, di-
gamos a1 = a + 1 e as = « — i3, para certos a, 8 € R, com
B # 0. Nesse caso, recordamos (ou, se vocé nao souber disso,
definimos) que, para u,v € R,

putiv . (utiv)logz
Entao,
LUt _ guloga | ivloga
= €12(™") cis(v log x)
= z"(cos(vlog x) 4 isen(vlogx)).
Em particular,
yi(x) = 227 = 2%(cos(Blog ) + isen(flog x))
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e (uma vez que a fungao cos é par e a fungao sen é impar)
yo(x) = 27 = 2%(cos(Blog x) — isen(Blogx)).

Utilizando o fato de que a equacao de Euler é linear, temos
as solugoes reais (também LI) g; e 75, tais que

1

gi(z) = 5(W1(2) +y2(2)) = 2% cos(Blog z)

1
2%

Se a1 = ay = @, entdo, uma vez que y;(r) = £ nao se anula
no intervalo (0, +00), a proposicao 5 da aula “Alguns Fatos Sobre

a Solugao Geral ...” ensina que a equacao admite outra solucao
Y2, LI com g, da forma yo(z) = x%.

ga(x) = o= (y1(x) — ya(2)) = 2% sen (S log x).

De fato, podemos tomar v = logx. Para ver porque, note
inicialmente que

yh = oz o + 2%

vy = ala — 1)z %0 + 202 M + 2",

Entao, gracas a , temos

22yy + prys + qys =
= 2*(a(a — 1)z°%v 4 202" 0 + 2%")
+ pr(az® v+ 2') + gzv
= 2% (a(a — 1)v + 2z’ + 2*0" + pav + pzv’ + qu)
= 2%((ala — 1) + pa + ¢)v + z(2a + p)v’ + 2%
(foo— 1)+ po + g+ (20 £ ! + )

=0 1
= 3;'0‘“(1/ + :I:U").
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Portanto,

U// 1
$2y§'+pxy§+qy2 :0<:>v’+m”:o(:)5 = -,

de sorte, integrando, vemos que uma possibilidade é tomar

1
logv' = —logx = log —,
T

/1
v= [ —=logux.
x

A situacao da equacao de Euler é menos particular do que
parece, e pode ser aplicada a equacoes de segunda ordem do
tipo

isto é,

(x — 20)*y" + (x — zo)p(2) ¥ + q(x) y =0

ou, ap6s dividir ambos os membros por (z — z¢)?,

p(x) J o+ q()

" = 0. 3
Vo Y T oY (3)
Aqui, por hipétese as fungdes p,q : (xg — 7,20 +7) = R

admitem expansoes em séries de poténcias

p(z) = pilz—x0)" e gl@) =) ale —=0)",  (4)

k>0 k>0

definidas em todo o intervalo (zg — r, o + ) e tais que

(i) po 0 ou (ii) go # 0 ou 1 # 0.

Pode ser facilmente mostrado (cf. problemal3)) que a condigao

(i) (resp. a condigao (ii)) garante que a funcao x — plz) (resp. a

r—XTo
funcao x — (mqfiz)z) nao admite expansao em série de poténcias
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em intervalo algum centrado em xy. Com isso, a discussao da
aula anterior nao se aplica, e nao necessariamente podemos es-
perar que (3) admita solugbes em séries de poténcias. Também
por isso, dizemos que o ponto zy ¢ um ponto singular regular
de (B).

Para nds, a importancia da classe de funcoes reside no
fato de que, além da equac@o de Euler, ela inclui (com zy = 0)
a equacdo de Bessel]| de ordem p,

2y +xy + (2 = pP)y = 0. (5)

Realmente, reescrevendo essa equacao como
2 2

1 Te —
Yty ey =0,
x x
vemos que p(z) = 1 e g(z) = 2° — p?, de sorte que p(0) =1 # 0.
Um teorema de Frobeniug’| ensina como procurar solucdes de
. Para enuncié-lo, definimos a equacao indicial associada a
tal equagao como a equacgao de segundo grau
t(t — 1) + p(zo)t + q(z0) = 0. (6)
(Em particular, é a equacgao indicial da equagao de Euler.)
Teorema 1 (Frobenius). Em relacio & EDO (3)), sejam oy € as
as raizes complexas da equacao indicial @
(a) Se ay —ay ¢ Z, entio (3) admite, em (xg—1r,z0+7)\ {z0},
solucoes LI da forma
yi1(x) = |7 — 20| Do4sg ar (e — )"
ya() = |2 = 0] Yy b — )"

com ag = by = 1.

2Ela também inclui a equacao hipergeométrica de Gauss, cujo estudo foge ao escopo
deste curso. O leitor interessado pode consultar a secao 31 do livro-texto.
3Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), matemdtico alemao.
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(b) Se oy —ag € Zy, entao (3) admite, em (xg—r,x0+7)\{z0},
solugoes LI da forma

{ yi(x) = |z — xol™ Y sp anlz — x)"

ya(x) = |o — m0|*2 D" br(x — 20)F 4 Cyr(2) log |2 — |

com ay = by = 1 e para alguma constante C. Ademais,
C #0 se a; = as.

Nas notagoes do enunciado do Teorema de Frobenius, ob-
serve que o real r > 0 é o mesmo r das expansoes em séries de
poténcias (4]) das fungoes = +— p(z) e x — q(x).

Apesar da demonstracao do teorema anterior fugir ao escopo
destas notas, uma explicagao heuristica bastante instrutiva para
sua validade pode ser lida na secao 30 do livro-texto. Aqui,
nos contentaremos em ilustrar o uso do teorema para encontrar
solugoes LI para a equacao de Bessel de ordem 0. Futuramente,
abordaremos o caso da equacao de Bessel geral.

Exemplo 2. A equacao de Bessel de ordem 0,

ny// + xy/ + ny — 07
é da forma ([3) em R\ {0}, com p(z) = 1 e ¢q(x) = 2. Portanto,
ela tem, em xy = 0, um ponto singular regular, com equacao
indicial correspondente

t(t—1)+p\(9_)/t+q\(9_)/:0,

isto é, t?* = 0.
Uma vez que tal equagao tem ¢t = 0 como tnica raiz, o caso
(b) do Teorema de Frobenius garante a existéncia de solugoes
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LI, em R\ {0}, da forma
{ yi(z) = Zkzo ayx"

yo(2) =40 bra® + Cyr(2) log ]

comayg=by=1e C #0.

Explicitemos inicialmente a solugdo ;. (Observe que y; é
dada por uma série de poténcias, mas o Teorema 1 da aula
anterior nao garantia isso, pois ele s6 poderia ser aplicado se a
funcao % admitisse expansao em série de poténcias centrada em
0, 0 que nao é o caso.)

Calculando
i =Y k™ e gl = k(k—Daga"?,
k>1 k>2
temos
Ty, = Z kapr* 1 = Z kapz®
k>1 k>1
e
oy = 2 Z k(k — Daga™? = Z k(k — 1)aga®.
k>2 k>2
Substituindo as expressoes acima na EDO, obtemos
Z k(k - 1)kak + Z k‘akxk + Z akxk+2 =
k>2 k>1 k>0
ou, ainda,
Z k(k — 1)aksclC + Z kapx® + Z ap_ox” = 0.
k>2 k>1 k>2
Entao,
ala:—l—z k— Day + kag + a_ 2)33 =0,
je>2
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de maneira que

ap =0 e k‘QCLk—f—&ka:O, vV k>2.

Como ay = —%3* para k > 2, temos
aq as
a1:O$a3:—§:0$a5:—?:0,
Também,
1
. ag_ 1
THMT TR T e p
o CL4_ 1
T TR T T e
Qg 1
= ag = —

8 22.42.67. 82

A partir dai, pode-se provar facilmente por inducao que

(=n" _ (="

“n =R 2. (20?2 (2-4-6-...-2n)?
N R
(27(1-2-3-...-n))"  2*(n!)?
Portanto,
_ k n (_1)n 2n
yi(z) =) wat = aga™ =) PR

k>0 n>0 n>0
O teste da razao garante facilmente que a série

=" .
Z 22 ()2 X

n>0
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converge em toda a reta. Portanto, a série em também con-
verge em toda a reta. Os detalhes sao o objeto do problema
4

Voltemo-nos, agora, a solucao y». Uma vez que a equacao de
Bessel é linear, temos que

Zbkx + y1(x) log | z|
k>0

—Z—x + y1 () log |z|
k>0

também é solucao. Assim, podemos supor que s é da forma

Zbkx + y1(x) log |z|.
k>0

(Mas, agora, nao necessariamente by = 1).
Como antes, calculamos, para x > 0,

1
— Z kbpx" ™t 4+ log z + —
k>1

2 1
:Zk‘(kz— Db + ¢ logx + = y1 sy

k>2
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Substituindo na EDO, ficamos com

2Pyy + wyh + 2ty =

2 1
= 1 (Z k(k — )bz + o logz + - Yy — y1>

k>2

1
+a (Z kbpa" ' 4 9/ log x —|—/—%)

k>1

+ 2? (Z brz® + y; log x)

k>0

= k(k— Dbpa* + ) kbga® + > b

k>2 k>1 k>0
+ (2] + 2] + 2*y1) log x + 2y,

Uma vez que 2y} +xy) +a*y1 = 0 e zy] = ;o kaga®, obtemos

fvzyé’ + zys + T2y = Z k2bpa® 4+ b + Z by ox” + 2 Z kapz®
k>2 k>2 k>1

= (by + 2a1)x + Z(kak + by—2 + Qk’ak)xk.
k>2

Assim,
bi+2a; =0 e k*bp+by_g+2kap, =0, ¥V k> 2.

Como a; = 0, temos by = 0. Entao, argumentando de ma-
neira similar ao que fizemos para y;, segue que by, 1 = 0 para
todo n > 1 (veja o problema . Para k = 2n, comn > 0, a
recorréncia acima da

(271)2172” + b2n—2 + 4na2n = 07 v .] > 17 (8)
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n

COM. Aon = Fagmme- Essa recorréncia permite expressar by, em
funcao de n e by, e O mérito do Teorema de Frobenius reside
justamente em garantir que a série resultante, Y -, bonx®", é
convergente em R. -

Estudo & problemas

1. Leia as secoes 29 e 30 do livro-texto.

2. Dado n € N, encontre a solucao geral da equacao de Euler
z2y" + 2/ — n*y = 0 no intervalo (0, +00).

3. Nas notagoes da discussao que sucede (3]), explique porque
a a condicao (i) (resp. a condigao (ii)) garante que a fungao
T fﬁ—?o (resp. a funcao x (xz(ig)Q

em série de poténcias em intervalo algum centrado em x.

) nao admite expansao

4. Use o teste da razao para mostrar que a série (7)) converge
em toda a reta.

5. No Exemplo [2, use para mostrar que by,_; = 0 para
todo n > 1. Também, calcule by, by € bg em termos de by.

6. Em relacao a EDO 4xy”+21y'+y = 0, verifique que a origem
é um ponto singular regular e obtenha as duas solucoes LI
dadas pelo Teorema de Frobenius.

7. Ache uma solugao em série de poténcias da EDO zy” +y' +
y = 0, convergente em (—o00, +00).
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