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Dada uma constante real p, apliquemos o método de soluções
em série ao estudo da equação de Legendre,

(1− x2)y′′ − 2xy′ + p(p+ 1)y = 0, (1)

para x ∈ (−1, 1), em que p ≥ 0 é um parâmetro real dado. Pos-
teriormente, teceremos considerações f́ısicas sobre a importância
da equação de Legendre, as quais mostrarão que esse é o inter-
valo interessante.

Inicialmente, recorde que y = y(x) resolve (1) num intervalo
I ⊂ (−1, 1) centrado em 0 se, e só se, y resolve a equação

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

p(p+ 1)

1− x2
y = 0. (2)

Mas, como
1

1− x2
=
∑
k≥0

(x2)k

para x ∈ (−1, 1), o Teorema 1 da aula “Soluções em Séries de
Potências” garante que (2) admite duas soluções LI definidas no
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intervalo (−1, 1), ambas dadas por séries de potências centradas
em 0.

Seja, pois, y : (−1, 1) → R dada por

y(x) =
∑
k≥0

akx
k

uma solução de (1). Então,

0 = (1− x2)y′′ − 2xy′ + p(p+ 1)y

= (1− x2)
∑
k≥2

k(k − 1)akx
k−2 − 2x

∑
k≥1

kakx
k−1

+ p(p+ 1)
∑
k≥0

akx
k

=
∑
k≥2

k(k − 1)akx
k−2 −

∑
k≥2

k(k − 1)akx
k − 2

∑
k≥1

kakx
k

+ p(p+ 1)
∑
k≥0

akx
k

=
∑
k≥0

(k + 2)(k + 1)ak+2x
k −

∑
k≥0

k(k − 1)akx
k − 2

∑
k≥0

kakx
k

+ p(p+ 1)
∑
k≥0

akx
k

=
∑
k≥0

(
(k + 2)(k + 1)ak+2 − k(k − 1)ak − 2kak + p(p+ 1)ak

)
xk.

Uma vez que

p(p+ 1)− k(k− 1)− 2k = p2 + p− k2 − k = (p− k)(p+ k + 1),

conclúımos que

(k + 2)(k + 1)ak+2 + (p− k)(p+ k + 1)ak = 0
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para todo k ≥ 0. Assim, obtemos a recorrência

ak+2 = −(p− k)(p+ k + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak, ∀ k ≥ 0. (3)

Suponha por um momento que p /∈ Z+. Então, tendo em
vista que (p− k)(p+ k + 1) ̸= 0 para todo k ≥ 0, a recorrência
anterior garante que

ak ̸= 0 ⇒ ak+2 ̸= 0 ⇒ ak+4 ̸= 0 ⇒ . . . .

Em particular,

a0 ̸= 0 ⇒ a2n ̸= 0, para todo n ≥ 0;
a1 ̸= 0 ⇒ a2n+1 ̸= 0, para todo n ≥ 0.

Fazendo k = 2j − 2 em (3) calculamos, para n ≥ 1 inteiro,

a2n = a0

n∏
j=1

a2j
a2j−2

= a0

n∏
j=1

(
−(p− (2j − 2))(p+ (2j − 2) + 1)

((2j − 2) + 2)((2j − 2) + 1)

)

= (−1)na0

n∏
j=1

(p− 2j + 2)(p+ 2j − 1)

2j(2j − 1)

=
(−1)na0
(2n)!

(
n∏

j=1

(p− 2j + 2)

)(
n∏

j=1

(p+ 2j − 1)

)
.
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Fazendo agora k = 2j − 1 em (3), obtemos, para n ≥ 1 inteiro,

a2n+1 = a1

n∏
j=1

a2j+1

a2j−1

= a1

n∏
j=1

(
−(p− (2j − 1))(p+ (2j − 1) + 1)

((2j − 1) + 2)((2j − 1) + 1)

)

= (−1)na1

n∏
j=1

(p− 2j + 1)(p+ 2j)

(2j + 1)2j

=
(−1)na1
(2n+ 1)!

(
n∏

j=1

(p− 2j + 1)

)(
n∏

j=1

(p+ 2j)

)
.

Então, se p /∈ Z+, temos as soluções LI y0, y1 : (−1, 1) → R
para a equação de Legendre, obtidas fazendo a0 = 1, a1 = 0
e a0 = 0, a1 = 1, respectivamente (de forma que y0(0) = 1,
y′0(0) = 0 e y1(0) = 0, y′1(0) = 1):

y0(x) = a0 +
∑
n≥1

a2nx
2n

= 1 +
∑
n≥1

(−1)n

(2n)!

(
n∏

j=1

(p− 2j + 2)

)(
n∏

j=1

(p+ 2j − 1)

)
x2n

e

y1(x) = a1x+
∑
n≥1

a2n+1x
2n+1

= x+
∑
n≥1

(−1)n

(2n+ 1)!

(
n∏

j=1

(p− 2j + 1)

)(
n∏

j=1

(p+ 2j)

)
x2n+1

Ainda no caso p /∈ Z+, sabemos que toda solução y : (−1, 1) →
R de (1) pode ser escrita da forma

y = c0y0 + c1y1,
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com c0 = y(0) e c1 = y′(0).
Nesse ponto, é instrutivo observar que não precisamos recor-

rer ao Teorema 1 da aula “Soluções em Séries de Potências”
para garantir que as soluções acima estão definidas em todo o
intervalo (−1, 1). De fato, olhando os segundos membros das
expressões que definem y0 e y1 como séries de potências em x2,
podemos escrever

y0(x) = 1 +
∑
n≥1

αn(x
2)n e y1(x) = x+ x

∑
n≥1

βn(x
2)n,

com ∣∣∣∣αn−1

αn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a2n−2

a2n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 2n(2n− 1)

(p− 2n+ 2)(p+ 2n− 1)

∣∣∣∣ n−→ 1

e ∣∣∣∣βn−1

βn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a2n−1

a2n+1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (2n+ 1)2n

(p− 2n+ 1)(p+ 2n)

∣∣∣∣ n−→ 1.

Assim, o Corolário 3 da aula sobre séries de potências garante
que as séries que definem y0 e y1 convergem sempre que x2 ∈
(−1, 1), isto é, sempre que x ∈ (−1, 1).

Voltemo-nos, agora, à análise do que ocorre quando p ∈ Z+,
para o quê consideraremos separadamente os casos p par e p
ı́mpar.

(i) p = 2m, com m ∈ Z+: nesse caso, a recorrência (3) se torna

ak+2 = −(2m− k)(2m+ k + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak (4)

para todo k ≥ 0, de sorte que (2m−k)(2m+k+1) ̸= 0 para todo
k ≥ 0 ı́mpar. Portanto, os cálculos anteriores para y1 continuam
válidos e dão a mesma solução que já obtivemos.
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Contudo, (4) deixa claro que a2m+2 = 0 e, a partir dáı, que
a2m+4 = 0, a2m+6 = 0, . . . . Então, y0 se reduz ao polinômio

y0(x) = a0 +
m∑
n=1

a2nx
2n

= 1 +
m∑
n=1

(−1)n

(2n)!

(
n∏

j=1

(2m− 2j + 2)

)(
n∏

j=1

(2m+ 2j − 1)

)
x2n.

Observando que

n∏
j=1

(2m− 2j + 2) =
n∏

j=1

2(m− j + 1) = 2n
n∏

j=1

(m− j + 1)

= 2nm(m− 1) . . . (m− n+ 1) =
2nm!

(m− n)!

e

n∏
j=1

(2m+ 2j − 1) = (2m+ 1)(2m+ 3) . . . (2m+ 2n− 1)

=
(2m+ 1)(2m+ 2)(2m+ 3) . . . (2m+ 2n)

(2m+ 2)(2m+ 4) . . . (2m+ 2n)

=
(2m+ 1)(2m+ 2)(2m+ 3) . . . (2m+ 2n)

2n(m+ 1)(m+ 2) . . . (m+ n)

=
(2m+ 2n)!

(2m)!
· m!

2n(m+ n)!
,
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podemos escrever

y0(x) = 1 +
m∑
n=1

(−1)n

(2n)!
· ��2nm!

(m− n)!
· (2m+ 2n)!

(2m)!
· m!

��2n(m+ n)!
x2n

= 1 +
(m!)2

(2m)!

m∑
n=1

(−1)n
(

2m+ 2n

m+ n,m− n, 2n

)
x2n

=
(m!)2

(2m)!

m∑
n=0

(−1)n
(

2m+ 2n

m+ n,m− n, 2n

)
x2n.

Trocando n por m− n na última soma acima, obtemos

y0(x) =
(−1)m(m!)2

(2m)!

m∑
n=0

(−1)n
(

4m− 2n

2m− n, n, 2m− 2n

)
x2m−2n.

(ii) p = 2m + 1, com m ∈ Z+: nesse caso, a recorrência (3) se
torna

ak+2 = −(2m+ 1− k)(2m+ k + 2)

(k + 2)(k + 1)
ak (5)

para todo k ≥ 0, de sorte que (2m + 1 − k)(2m + k + 2) ̸= 0
para todo k ≥ 0 par. Portanto, os cálculos anteriores para y0
continuam válidos e dão a mesma solução que já obtivemos.

Contudo, (5) deixa claro que a2m+3 = 0 e, a partir dáı, que
a2m+5 = 0, a2m+7 = 0, . . . . Então, y1 se reduz ao polinômio

y1(x) = a1x+
m∑

n=1

a2n+1x
2n+1

= x+
m∑
n=1

(−1)n

(2n+ 1)!

(
n∏

j=1

(2m− 2j + 2)

)(
n∏

j=1

(2m+ 2j + 1)

)
x2n+1.

Manipulando os coeficientes como no caso (i), temos novamente
n∏

j=1

(2m− 2j + 2) =
2nm!

(m− n)!
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e

n∏
j=1

(2m+ 2j + 1) = (2m+ 3)(2m+ 5) . . . (2m+ 2n+ 1)

=
(2m+ 2)(2m+ 3)(2m+ 4) . . . (2m+ 2n+ 1)

(2m+ 2)(2m+ 4) . . . (2m+ 2n)

=
(2m+ 2)(2m+ 3) . . . (2m+ 2n+ 1)

2n(m+ 1)(m+ 2) . . . (m+ n)

=
(2m+ 2n+ 1)!

(2m+ 1)!
· m!

2n(m+ n)!
,

de sorte que

y1(x) = x+
m∑
n=1

(−1)n

(2n+ 1)!
· ��2nm!

(m− n)!
· (2m+ 2n+ 1)!

(2m+ 1)!
· m!

��2n(m+ n)!
x2n+1

= x+
(m!)2

(2m+ 1)!

m∑
n=1

(−1)n
(

2m+ 2n+ 1

m+ n,m− n, 2n+ 1

)
x2n+1

=
(m!)2

(2m+ 1)!

m∑
n=0

(−1)n
(

2m+ 2n+ 1

m+ n,m− n, 2n+ 1

)
x2n+1.

Trocando novamente n por m− n na última soma acima, obte-
mos

y1(x) =
(−1)m(m!)2

(2m+ 1)!

m∑
n=0

(−1)n
(

4m+ 1− 2n

2m− n, n, 2m+ 1− 2n

)
x2m+1−2n.

Definindo, para l ≥ 0 inteiro,

Pl(x) =
1

2l

⌊ l
2⌋∑

n=0

(−1)n
(

2l − 2n

l − n, n, l − 2n

)
xl−2n, (6)
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temos que Pl é um polinômio de grau l, denominado o l-ésimo
polinômio de Legendre1.

É imediato que

P2m(x) =
1

22m

m∑
n=0

(−1)n
(

4m− 2n

2m− n, n, 2m− 2n

)
x2m−2n

=
(−1)m(2m)!

22m(m!)2
y0(x)

e

P2m+1(x) =
1

22m+1

m∑
n=0

(−1)n
(

4m+ 2− 2n

2m+ 1− n, n, 2m+ 1− 2n

)
x2m+1−2n

=
1

22m

m∑
n=0

(−1)n
(

4m+ 1− 2n

2m− n, n, 2m+ 1− 2n

)
x2m+1−2n

=
(−1)m(2m+ 1)!

22m(m!)2
y1(x),

onde, na penúltima igualdade acima, utilizamos a identidade(
4m+ 2− 2n

2m+ 1− n, n, 2m+ 1− 2n

)
=

=
2hhhhhhhh4m+ 2− 2n
hhhhhhhh2m+ 1− n

(
4m+ 1− 2n

2m− n, n, 2m+ 1− 2n

)
.

Vemos então que, em qualquer caso, Pl é um múltiplo cons-
tante de y0 ou y1, logo, resolve a equação de Legendre com
parâmetro l ∈ Z+,

(1− x2)y′′ − 2xy′ + l(l + 1)y = 0.

A figura 1 esboça o l-ésimo polinômio de Legendre Pl no
intervalo (−1, 1), para 0 ≤ l ≤ 5.

1Posteriormente, veremos o porquê do fator 1
2l

na definição de Pl.
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Figura 1: polinômios de Legendre para 0 ≤ p ≤ 5.

Terminamos esta aula apresentando uma expressão mais sim-
ples para Pl, a qual é conhecida como a fórmula de Rodri-
gues2 e que será muito útil na investigação que faremos das
propriedades dos polinômios de Legendre.

Proposição 1 (Rodrigues). Para l ≥ 0 inteiro, tem-se

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l.

2Olinde Rodrigues (1795-1851), matemático francês.
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Prova. Inicialmente, calculamos

Pl(x) =
1

2l

⌊ l
2⌋∑

n=0

(−1)n
(

2l − 2n

l − n, n, l − 2n

)
xl−2n

=
1

2l

⌊ l
2⌋∑

n=0

(−1)n
(2l − 2n)!

(l − n)!n!(l − 2n)!
xl−2n

=
1

2ll!

⌊ l
2⌋∑

n=0

(−1)n
l!

(l − n)!n!
· (2l − 2n)!

(l − 2n)!
xl−2n

=
1

2ll!

⌊ l
2⌋∑

n=0

(
l

n

)
(−1)n

dl

dxl
(
x2l−2n

)
,

tendo em vista que

dl

dxl
(
x2l−2n

)
= (2l − 2n)

dl−1

dxl−1

(
x2l−2n−1

)
= (2l − 2n)(2l − 2n− 1)

dl−2

dxl−2

(
x2l−2n−2

)
= . . . . . . . . .

= (2l − 2n)(2l − 2n− 1) . . . (l − 2n+ 1)xl−2n

=
(2l − 2n)!

(l − 2n)!
xl−2n.

Assim,

Pl(x) =
1

2ll!

⌊ l
2⌋∑

n=0

(
l

n

)
(−1)n

dl

dxl
(
x2l−2n

)
=

1

2ll!

l∑
n=0

(
l

n

)
(−1)n

dl

dxl
(
x2l−2n

)
,
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uma vez que⌊
l

2

⌋
< n ≤ l ⇒ 0 ≤ 2l − 2n < l ⇒ dl

dxl
(x2l−2n) = 0.

Então,

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl

l∑
n=0

(
l

n

)
(−1)n(x2)l−n

=
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l.

Estudo & problemas

1. Explicite, por seus coeficientes, os cinco primeiros polinômios
de Legendre.

2. Verifique que a equação de Legendre com parâmetro p ≥ 0
pode ser escrita como(

(1− x2)y′
)′
+ p(p+ 1)y = 0. (7)

Em seguida, dados m,n ∈ Z+ distintos e sendo Pm e Pn

os m-ésimo e n-ésimo polinômios de Legendre, respectiva-
mente, mostre que∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx = 0.

(Sug: Pm resolve (7) para p = m e, da mesma forma, Pn

resolve (7) para p = n. Escreva as duas relações assim
obtidas, multiplique a primeira por Pn, a segunda por Pm,
subtraia os resultados membro a membro e integre de −1
a 1.)
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3. Leia a seção 28 do livro-texto e faça os problemas 6 e 7.
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