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Dada uma constante real p, apliquemos o método de solucoes
em série ao estudo da equacao de Legendre,

(1 -2y — 22y +p(p+ 1)y = 0, (1)

para x € (—1,1), em que p > 0 é um parametro real dado. Pos-
teriormente, teceremos consideracoes fisicas sobre a importancia
da equacao de Legendre, as quais mostrarao que esse ¢ o inter-
valo interessante.

Inicialmente, recorde que y = y(x) resolve ([1)) num intervalo
I C (—1,1) centrado em 0 se, e s6 se, y resolve a equagao

2 p(p+1)
//_ / :O 2
VTt Y (2)
Mas, como
1 2\k
1_1.222@)
k>0

para x € (—1,1), o Teorema 1 da aula “Solucoes em Séries de
Poténcias’ garante que admite duas solugoes LI definidas no
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intervalo (—1, 1), ambas dadas por séries de poténcias centradas
em 0.
Seja, pois, y : (—1,1) — R dada por

y(x) = Z apx”

k>0

uma solugao de (I)). Entao,

0

(1—2®)y" — 2z +p(p+ 1y
= (1 —2?) Z k(k — Daga®™2 — 22 Z kagaxh

k>2 k>1

+plp+1) Z apx”
k>0

= Z k(k — Daga"? — Z k(k — Daga® — 2 Z kapz"

k>2 k>2 k>1

+p(p+1) Z apx®
k>0

= Z(k +2)(k + 1)ag 22" — Z k(k — 1agz"™ — 2 Z kayx®

k>0 k>0 k>0

+ p(p + 1) Z aka:k
k>0

— Z ((k + 2)(k + Dagso — k(k — Day — 2kag + p(p + 1)ak)a:k.
>0

Uma vez que
pp+1) —k(k=1) =2k =p"+p—k —k=(p-k)(p+k+1),
concluimos que

(k+2)(k+ Daga+ (p—k)(p+k+ ay =0
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para todo k > 0. Assim, obtemos a recorréncia

(p=F)p+k+1)
(k+2)(k+1) "

A+ = — vV k Z 0. (3)

Suponha por um momento que p ¢ Z,. Entao, tendo em
vista que (p — k)(p + k + 1) # 0 para todo k > 0, a recorréncia
anterior garante que

ap #0= a0 F#F0=>ap 4 #0=>....
Em particular,

ag # 0 = ag, # 0, para todo n > 0;
a1 # 0 = ag,11 # 0, para todo n > 0.

Fazendo k = 25 — 2 em ([3) calculamos, para n > 1 inteiro,

—( (= (2j-2)p+ (21 —2)+1)
‘%H< <<2j—2>+2><<2j—2>+1>)

e =21 +2)(p+2j 1)
= 0 [T57677

= (_(2171),6‘“ (H(p —2j + 2)) (H(p +2j - 1)) -

j=1 j=1



Prof. Antonio Caminha

Fazendo agora k = 2j — 1 em ({3)), obtemos, para n > 1 inteiro,

a2j+1
Aon+1 = A1 H 4
-1 27—1

H( 29—1>><p+<2j—1>+1>>

AT @@ -0+
70— 23 +1(p+2))
fa le +1)2j
2n + (H —2+ ) (jHl(p + 2]’)) -

Entao, se p ¢ Z., temos as solugoes LI yo,71 : (—1,1) = R
para a equacao de Legendre, obtidas fazendo ay = 1, a; = 0
e ag = 0, a; = 1, respectivamente (de forma que y5(0) = 1,
Y0(0) = 0 e y1(0) = 0, y1(0) = 1):

yo(x) = ag + Z Aop 2"

— 14+ ; &;;T (H(p —2j + 2)) (JHl(p + 92 — 1))
() = a1z + Z gn 12"t

Aindano caso p ¢ Z. , sabemos que toda solugaoy : (—1,1) —
R de pode ser escrita da forma

Y = CoYo + C1Y1,
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com ¢y = y(0) e ¢; = y/(0).

Nesse ponto, é instrutivo observar que nao precisamos recor-
rer ao Teorema 1 da aula “Solucoes em Séries de Poténcias”
para garantir que as solugoes acima estao definidas em todo o
intervalo (—1,1). De fato, olhando os segundos membros das
expressoes que definem 7 e y; como séries de poténcias em 2,

podemos escrever

o) =14 an(@®)" e yi(a) =z +a) Bu(2?)",

n>1 n>1
com
1| |agn—2| 2n(2n — 1) n g
an, | | as, | (p—2n+2)(p+2n—1) ’
Bn—1 A2n—1 (2n+1)2n n
= > 1.
B A2n+1 (p—2n+1)(p+2n)

Assim, o Corolario 3 da aula sobre séries de poténcias garante
que as séries que definem 7 e y; convergem sempre que 2 €
(—1,1), isto é, sempre que z € (—1,1).

Voltemo-nos, agora, a andlise do que ocorre quando p € Z.,
para o qué consideraremos separadamente os casos p par e p
impar.

(i) p = 2m, com m € Z,: nesse caso, a recorréncia ({3)) se torna
2m—Fk)2m+k+1) (1)

(k+2)(k+1)
para todo k > 0, de sorte que (2m—k)(2m+k+1) # 0 para todo

k > 0 impar. Portanto, os calculos anteriores para y; continuam
validos e dao a mesma solugcao que ja obtivemos.

Ak+2 = —
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Contudo, deixa claro que as,42 = 0 e, a partir dai, que
aomia = 0, aomeg =0, .... Entao, yg se reduz ao polinomio

Observando que

[1Gm=2j+2)=]]20m-j+1 H m—j+1
" 2"m/!
=2"m(m—1)...( —n—i—l):(m_n)'

[J@m+2j—1)=@m+1)(2m+3)...(2m+2n — 1)
_2m+1)2m+2)(2m +3)...(2m + 2n)
B (2m+2)(2m +4)...(2m + 2n)
_ (2m+1)2m +2)(2m +3)...(2m + 2n)
B 2n(m+1)(m+2)...(m+n)
_ (2m +2n)! m!
o @2m)! 2%(m4n)!
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podemos escrever

N i (=)™ 2m!  (2m+ 2n)! m! o

WO =12 Gl Gl @)l )l
(m!)? . 2m + 2n o
=1+ g > (=1 (m+n7m—n, 2n> ’

m-+n,m—mn,2n

_(m!)’ ¢ (—1)"< 2m + 2n >x2".

Trocando n por m — n na ultima soma acima, obtemos

yo(z) = =1 (mh)? i(—l)”( 4m — 2n ) omeon

@2m)! £ 2m —n,n,2m — 2n

(ii) p = 2m + 1, com m € Z,: nesse caso, a recorréncia se

torna
Cm+1—-k)2m+k+2)

EDE (5)
para todo k > 0, de sorte que 2m + 1 —k)2m + k+2) # 0
para todo £ > 0 par. Portanto, os calculos anteriores para
continuam validos e dao a mesma solucao que ja obtivemos.
Contudo, deixa claro que a9, 13 = 0 e, a partir dai, que
omas = 0, aome7 =0, .... Entao, y; se reduz ao polinobmio

m
_ 2n+1
yi(x) = g + E A2n4+1%

n=1

— 1+ ; (2(7;—37;)' (H(2m —2j + 2)) (H(Zm +2j + 1)) i

7=1 J=1

Qp42 = —

Manipulando os coeficientes como no caso (i), temos novamente
2" m!

(m —n)!

n

[J2m—2j+2) =

J=1
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e

n

[[em+2j+1)=@m+3)@2m+5)...2m+2n+1)
Cm+2)2m+3)2m+4)...(2m +2n + 1)
B (2m +2)(2m +4)...(2m + 2n)
(2m+2)2m+3)...(2m+2n+1)
 2m+1D)(m+2)...(m+n)
_ (2m+2n+1)! m!
T @@m+1) 2¢(m+n)

de sorte que

- Z —1)” 2'm! (2m+2n+ 1)1 m! 2t
Cn+1)! (m—n)!  @Cm+1)  2(m+n)
“ 2m + 2n + 1
Z m —+ 2n + Z132n+1
2m+ 'nzl m+n,m—n,2n+1

N2 & 2 on + 1
_ (m ) ' Z(_l)n( m =+ Zn + ) $2n+1.
" n=0

m+n,m—n,2n+1

Trocando novamente n por m — n na ultima soma acima, obte-
mos

() = S zm:(_l)n( dm +1 - 2n ) P

(2m + 1) < 2m —n,n,2m+1—2n

Definindo, para [ > 0 inteiro,

4) oy (l 20 — 2n > 2, (6)

1
P(z) = ~
H(z) 2! — —n,n,l—2n
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temos que P, é um polinomio de grau [, denominado o l-ésimo
polinémio de Legendre
E imediato que

1 & dm — 2n
Pm - —1)" 2m—2n
o () 22m Z( ) <2m—n,n,2m—2n>aj
(

1 « 4m +2 —2n S
Pm — —1)" m+1-2n
om+1(2) n:O( ) <2m—|—1—n,n,2m—|—1—2n>x

R dm+1—2n —_—
- _1” m+1—2n
QQWZ( ) <2m—n,n,2m+1—2n>x

(

n=0
~1)"(2m + 1)!
=iy 0

onde, na penultima igualdade acima, utilizamos a identidade
dm+2 —2n B
<2m—|—1—n,n,2m—l—1—2n> B
B 2dm —=2n dm+1—2n
 2m+t=n ( >
Vemos entao que, em qualquer caso, P, ¢ um multiplo cons-

tante de gy ou w1, logo, resolve a equacao de Legendre com
parametro [ € Z,

(1 —2?)y" — 2z +1(1 + 1)y = 0.

2m —n,n,2m-+1—2n

A figura [1] esboca o [-ésimo polinémio de Legendre P, no
intervalo (—1,1), para 0 <[ < 5.

IPosteriormente, veremos o porqué do fator % na definicao de P;.
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1.0
0.5+
0.0\~ o o Y NN S g
=05k /e IO e S S g ]
— Po P2 — P4
ol — PL — Ps — Ps| ]
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 1: polinomios de Legendre para 0 < p < 5.

Terminamos esta aula apresentando uma expressao mais sim-
ples para F;, a qual é conhecida como a férmula de Rodri-
guesﬂ e que serda muito ttil na investigacao que faremos das
propriedades dos polinomios de Legendre.

Proposicao 1 (Rodrigues). Para | > 0 inteiro, tem-se

1 d

20linde Rodrigues (1795-1851), matematico frances.
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Prova. Inicialmente, calculamos

1 20 — 2n I—om
Z_Z (—n,n,l—Zn)x

I\J\N

n=0
| (2 — 2n)!
_ (_1)n xlen
20 e~ (I —n)nl(l — 2n)!
] & 1y l! (20 —2n)! .
= — — . €T
20 ({—=n)n! (I —2n)!
4]
1 (1 d'
- —1)" — 2l-2n
20! O<n>( ) dxl(x )
tendo em vista que
d [—2n ! [—2n—
@(SISZ 2 ) = (2] — 2n)dxl—1 (x2 2 1)
1—2
= (20 —2n)(2l — 2n — 1) d (z72172)

dx!—2
= (20 —2n)(2l —2n —1)... (I = 2n + 1)z!=?"
(2l B 2”)‘ 1—2n

T U—2n) "

Assim,

3

O | —
\/
% &
;
<
o
[\)
3
N—"

n

1

2l — \n
l

1 l n dl 20-2n

= ﬁ <n)(—1) @(w ),

| |
=
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uma vez que

l

[ d 21—2n
{§J<n§l:>0§2l—2n<l:>@(x ) =0.

Entao,

1 d /1 o
Pto) = g 2 (1) (100
n=0

1 d

_ 2 l

Estudo & problemas

1. Explicite, por seus coeficientes, os cinco primeiros polinomios
de Legendre.

2. Verifique que a equagao de Legendre com parametro p > 0
pode ser escrita como

/
(1 =2)y) +pp+1)y =0, (7)
Em seguida, dados m,n € Z, distintos e sendo P,, e P,
0s m~ésimo e n-ésimo polinomios de Legendre, respectiva-
mente, mostre que

/_ P ()P = 0.

1

(Sug: P, resolve para p = m e, da mesma forma, P,
resolve (7)) para p = n. Escreva as duas relagoes assim
obtidas, multiplique a primeira por P,, a segunda por P,,,
subtraia os resultados membro a membro e integre de —1
al.)

12



Prof. Antonio Caminha

3. Leia a secao 28 do livro-texto e faca os problemas 6 e 7.
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