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Na aula anterior, vimos que o [-ésimo polinomio de Legendre
P, definido por

5]
1 20 —2n
P — E —1)" [—2n
l(gj) 2[ n:()( ) (l . n,n,l - 2n) L )

satisfaz a formula de Rodrigues

Nesta aula, vamos utilizar tal férmula para deduzir varias
propriedades interessantes dos polinomios de Legendre. Para
tanto, precisamos de alguns preliminares.

Denotemos por C[—1,1] o conjunto das fungdes continuas
f:[-1,1 =R E imediato verificar que C[—1,1] é um espago
vetorial real, quando munido com as operacoes usuais de adicao
de fungoes e multiplicacao de uma funcao por uma constante:

(f+9)(x) = f(2) +9(z) e (af)(x)=af(z),
para todos f,g € C[—1,1] ea € R, com f + g,af € C[—1,1].
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As propriedades da integral de Riemann garantem que a apli-
cacao
(«,-): C[-1,1] x C[-1,1] — R,

definida para f,g € C|—1,1] por

(f.g) = / Flalgla)ds,

é bilinear e simétrica. Também, para f € C[—1,1], temos

U f) = / Jlada 20,

com

f) =0 [ fapn =0

& flx)=0, Voe|-1,1]
< f=0em C[-1,1].

(A segunda equivaléncia vem do fato de que f? é uma fungao
continua e nao negativa.) Portanto, (-,-) é um produto interno
em C[—1,1].

Sejam V = C*°[—1, 1] o subespago de C[—1, 1] formado pelas
fungoes infinitamente derivaveise T : V — V o operador definido

por
/

T(y) = ((=* - 1)y)"
As propriedades da derivada garantem que 71" é linear. Ade-
mais, como

((2* = 1)y) = (2* = 1)y + 22y,
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temos paray € Ve p € R que

T(y) =plp+ Dy & (z° = 1)y" + 2z’ = p(p + 1)y
& (1 -2y —2zy +plp+ 1)y =0
& gy resolve a equacao de Legendre

de ordem p.

Como mostramos que P, resolve a equacao de Legendre de
ordem [, concluimos que

T(P)=I1(l+1)P, VI1>0,

isto é, P, é autovetor de T, com autovalor (I + 1).
No que segue, mostraremos que {F;; [ > 0} é uma base orto-
gonal para o subespaco de V formado pelos polinémios.

Lema 1. O operador linearT : V — V € autoadjunto em relacao
ao produto interno (-,-). Em simbolos, temos

(Tf,9)={f,Tq), ¥ f,g € V.

Prova. Dada a definigao de (-, -), temos de provar que

/(Tf d:c—/ f(x)(Tg)(z

isto é, que

/_1(<x —1)f(a dx—/ F()((2? = 1)g/(2)) da.
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Para tanto, basta integrarmos por partes duas vezes:

/ (2% — 1) f'(2)) g(x)de =

1

= (2" = 1) f'()g(x)

i:1 _/_11<x2_1)f/(33)9'(x)dx

- [ rwe - veea

— (1@ vg 7 - [ o - i)
= / 11 f@)((#* = Vg (x)) da.

r=1
r=—

]

Proposicao 2. Para k,l € Z, distintos, temos Py L P, em rela-
¢ao a (-, -).
Prova. A Algebra Linear ensina que, dado um espaco vetorial
V' com produto interno (-,-), se T': ¥V — V é um operador linear
autoadjunto e f, g € V sao autovetores associados a autovalores
distintos, entao f_Lg.

Recordando a demonstracao desse fato, se Tf = af e T'g =
Bg, com a # (3, entao

(Tf,9) =}, Tg) = {af,9) = ([, P9)
= (= 0B)(f,9) =0
£0
= (f,9)=0.
Em nosso caso, temos T'(Py) = k(k+1)Py e T(F) = [(I+1)F,.
Como k #1 = k(k+1)#1(l+1), segue que P P, em relacao
a <'7 > [
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Para o préximo resultado, precisamos do seguinte
Lema 3. SeneN e, = foﬂ/z(cos x)"dx, entdo:

(a) nl, = (n —1)I,_9, para todo inteiro n > 2.

(b) Loy = % - 5, para todo inteiro k > 0, e Iy_1 = @°kD*

2R (2k)17
para todo inteiro k > 1.

Prova. Para o item (a), paran > 2 a férmula de integragao por
partes nos permite calcular

/2 /2
I, = / (cosz)" ! cosxdr = / (cosz)" 'sen x dw
0 0

1 /2

/2
= (cosx)" "senzx| — / (n — 1)(cosz)"?(—senx) sen x dx
0

0

/2
= (n — 1)/0 (cos )" (1 — cos® z)dx

/2 w/2
= (n — 1)/ (cosx)" 2dx — (n — 1)/ cos" x dx
0 0
=(n—1)1,—o—(n—1)I,.

Portanto,
nIn = (n - 1)In—2-
, . . /2 =3 T
Para (b), é imediato que Iy = [,/ dz = x‘ L= 5 Por
hipoétese de inducao, suponha que Iy, = % - 5, para algum

inteiro m > 0. Fazendo n = 2m + 2 na recorréncia do item (a)
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e utilizando a hipétese de inducao, obtemos

2m + 1 C2m+1 (2m)!
om+2 " 2m 42 (2mm))?
_@2m+2)@2m+1) (@2m)! «
T @2m+1))?2 (2 ml)? 2
(2m + 2)!

T2 (m+ )2 2

T
Iopyo = '3

Portanto, a primeira parte de (c) é valida para todo k& > 0.
Por fim, a prova da validade da segunda parte é totalmente
analoga, e sera deixada como exercicio. ]

Dada f € C[—1,1] e denotando por | - | a norma proveniente
do produto interno (-, -), veja que

Il = VT = \/ / e

Proposigao 4. Para todo | € Z,., temos [P = /557

Prova. Temos de mostrar que

1
9
P(x)der = ——— VY [>0.
/_1 ) de = 5=, V120

Para tanto, faca
flx)=(® =1 =22 — 122

e recorde que, pela férmula de Rodrigues,

1
P(x) = Bl D).
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Agora, a regra da cadeia garante que, para 0 < k < [ inteiro,
tem-se f*)(z) = (2% — 1)""Fgu(x), para algum polinémio gj.
Portanto, para tais k tem-se f*)(£1) = 0, de sorte que

| 0@)ar= [ 0@ ) @
- /_ (O @Y @)

= [ s e
1

- [ @ @
1

......

= fD(2) ()

= (1" [ [ (2)fO(x)da

-1

_ (_1)1/_ (2D)1(a? — 1)\ da

= 2(20)! /1(1 — 2?)dz.

Operando a substituicao trigonométrica r = sent, com t €
[O, %}, temos dx = costdt e, dai,

/1 (f(l>(:r:))2d:1: = 2(20)! /Wm(l —sen®t) cost dt

1 0
/2
:2(2l)!/ (cost)?*dt.
0

Portanto, segue do lema anterior (com k =1+ 1, a fim de que



Prof. Antonio Caminha

2k —1=20+1) que

L ) (21 (1 + 1)1)?2
/_1 (f0()) da =220 s Dea )
B (2l+1(l + 1)!)2
=2t (L+1)- (20 +2)(20 +1)(2B7
B 221+1((Z+1)!)2 B 22l+1(l!>2

I+ 12204 1) 2041

Por fim,

1 1
/_1131(1?)26550:/_1W(f”($)) dz
1 22l+1W
B 2?2+ 1
2

20+1

Resumimos a discussao acima no seguinte

Teorema 5. Em relagdo a {-,-), o conjunto {\/%%1]35; [ > O} é
a base ortonormal do espaco vetorial dos polinomios, obtida pela

aplicacao do algoritmo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt a
base usual {x'; 1 > 0}.

Antes de apresentar a demonstracao, recorde que, dados um
espago vetorial ¥ com produto interno (-, -) e uma base {vg, v1, va,
...} para V, o algoritmo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt

fornece uma base ortonormal {ug, u1,ue, ...} para V, tal que
Vo

Uy = v——
[vol

8
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e, uma vez calculados uo, ..., u;_1,

D IR

o -1 ’
[vr = > 2o u)uy|

Ademais, mostra-se que tal base ortonormal é, a menos de mul-
tiplicacao de alguns elementos por —1, a tinica para a qual

Span ({u;; 0 < j < 1}) = Span({v;; 0 < j < 1}),

para todo [ > 0.

ug

- 241 p.
Prova. As proposicoes [2 e {4f garantem que {4/251 P; 1 > 0}
é um subconjunto ortonormal de V. Além disso, como 0P, = |
para todo [ > 0, o problema [§| assegura que

Span({Pj; 0 < j <1}) = Span({z’; 0 < j < 1})

para todo [ > 0.
Uma vez que {z'; | > 0} é uma base do espaco vetorial dos
polindmios, os comentarios que antecedem a demonstracao ga-

rantem que {\/21%1]3;; [ > 0} ¢ a base obtida a partir da-

quela pela aplicacao do algoritmo de ortonormalizacao de Gram-
Schmidt. N

A teoria de espagos vetoriais com produto interno desenvol-
vida nos cursos de Algebra Linear também mostra que, se WV é
um subespaco de dimensao finita de V e f € V, entao o elemento
g € W que minimiza a distancia |f — g|| é a projecdo ortogonal
de f sobre W.

Em simbolos, sendo Py : V — W a projecao ortogonal de V
sobre W, temos que

|f = Pwfl = min{[f = gl; g € W}.

9
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Também, uma vez que

If — gl = \/ / (/(z) = gla)2da

dizemos que Py f é o polinomio que minimiza o desvio quadra-
tico médio de f.
Por fim, a teoria de espacos vetoriais com produto interno

também ensina que, sendo {us,...,u,} uma base ortonormal
de W e dado f € V, o vetor Py f ¢é calculado pela formula de
expansao ortonormal

Pwf =Y (fiu)u.
j=1

Exemplo 6. Obtenha o polinomio g, de grau menor ou igual
a 4, que minimiza |z° — g|, onde | - | €é a norma em C[—1,1]
proveniente do produto interno introduzido nesta aula.

Solucao. Sendo W o espago vetorial dos polinomios de grau me-
nor ou igual a 4, temos que ¥V tem dimensao finita e o conjunto
{ul = \/% P;0<1 < 4} ¢ uma base ortonormal do mesmo.

Portanto, fazendo f = 2° na discussao anterior, concluimos que
o polinomio procurado g é

com

Deixamos a voce a tarefa de completar os cédlculos acima, a fim
de obter a expressao explicita de g. H

10
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Estudo & problemas

1. Revise o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt
emhttps://en.wikipedia.org/wiki/Gram-Schmidt_process.
Assista também a animagao em https://www.youtube.
com/watch?v=ply8xgh9sWs.

2. Leia a secao 45 do livro-texto e faca o problema 2.

3. Calcule os possiveis valores de

1
/ (ap + a1z + asx’ + a3x3)P4(a:)dx.
1

(Sugestao: escreva o polinomio ag+ ayx + asx® + asx? como

combinagao linear de polinomios de Legendre e, em seguida,
aplique o resultado da Proposigao [2])

4. Mostre que os polinomios de Legendre nao tém raizes multi-
plas. (Sugestao: aplique a teoria da aula sobre os teoremas
de Sturm.)

5. Mostre que P, tem [ raizes simples no intervalo (—1,1).
(Sugestao: sendo —1 < z; < ... < xp < 1 as raizes
de P, no intervalo (—1,1), suponha k& < [. Faca f(x) =
(r — z1)...(x — x,) e mostre que, f_llf(:z:)Pl(:L“)dx = 0.
Em seguida, mostre que P, = fg, para algum polinomio
g que é positivo ou negativo em (—1,1), e conclua que

J1, f@)P(x)dr #0.)

6. Use a féormula de Rodrigues para mostrar que

1
Pi(x) = @+ 1) + (v = DQu(w),
para um certo polinomio );. Em seguida, conclua que
P(1)=1e P(-1) = (=1)!, para todo | > 0.

11
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7.
8.

10.

11.

Mostre que f_ll P(z)P/ (z)dx = 2, para todo | € N.

Se {q;; | > 0} é um conjunto de polinémios tais que dg; = [
para todo [ > 0, prove que

Span({g;; 0 < j <1}) = Span({z/; 0 < j <1}
para todo [ > 0.
Complete os cédlculos do Exemplo [6]

Sejam n € Ne p(x) = by+biz+...+b, 12" ! um polindmio
dado. A fim de procurar uma série de poténcias y(z) =
> k=0 @x" que resolva o PVI

{ (1 —2?)y” —2zy' +n(n+ 1)y = p(z)
y(0) =«a, y'(0) =8

em algum intervalo aberto centrado em 0, faca b, = 0 para
todo k£ > n.

(a) Prove que (k+2)(k+1)agie = (k—n)(k+n+1)a;+0by,
para todo k > 0.

(b) Conclua que y(z) = Y7 _y arz®+an 12" +ap 32" 3+
Uy 4+

(¢) Mostre que a série que define y tem raio de convergéncia
1 e, dai, que ela realmente resolve o PVI do enunciado.

A equacao de Legendre de ordem n € Z ., além do n-ésimo
polinémio de Legendre, tem uma solugao f : (—=1,1) - R
dada por uma série de poténcias infinita. Pode ser mostrado
que

f() = Pa(s)log G * x) W,

— T

12
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em que W, é um polinomio de grau n — 1. Portanto, como
P,(£1) # 0 (vide problemalg]), ¢ imediato que f nao admite
uma extensao continua ao intervalo [0, 1] ou ao intervalo
[—1,0]. O objetivo desse problema ¢ fornecer uma demons-
tracao alternativa dessa ultima afirmacao. Para tanto, faga
os itens a seguir:

(a) Se a < 1 ¢ a maior raiz de P, no intervalo [—1,1],
seja v : (a,1) = R tal que y = P,v resolve a equacao
de Legendre de ordem n € Z, em («,1). Prove que

v = m ¢ uma possibilidade.

(b) Fixe zg € (a,1). Integre a funcio P?v’ por partes
no intervalo [zg,z], com zy < x < 1. Em seguida, fa-
zendo x — 1—, conclua que v nao admite uma extensao
continua ao intervalo («, 1].

(¢) Conclua que a funcdo f : (—1,1) — R a que o enunci-
ado alude, solucao em série de poténcias infinita para
a equacao de Legendre de ordem n € Z., nao admite
extensao continua ao intervalo (—1,1].

(d) Adapte os itens anteriores para mostrar que a fungao
f:(=1,1) = R também nao admite extensao continua
ao intervalo [—1,1).
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