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No espaco euclidiano tridimensional, associado a um sistema
cartesiano de origem O, consideramos o sistema usual de coor-
denadas esféricas (r,6,¢),comr > 0,0< 60 <2mre0 < ¢ <.

Figura 1: coordenadas esféricas do ponto P.
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Nas notagoes da figura anterior, isso significa que, se P # O
tem coordenadas esféricas (7,0, ¢), entao

r=0P, §=A0B ¢ ¢= NOP.
Portanto, se P tem coordenadas cartesianas (x,y, z), temos
x=rsen¢cosf, y=rsengsend e z=rcosao. (1)

Considere, agora, o seguinte problema fisico: temos uma es-
fera soélida S, de centro O e raio 1, tal que a temperatura em
sua superficie ¢ mantida constante ao longo dos paralelos r = 1,
¢ = constante, valendo f(¢), em que f : (0,7) — R é uma
funcao dada. Supomos, ainda, que nao hé fontes ou sorvedou-
ros de calor no interior de 5.

Figura 2: temperatura em S é constante ao longo do paralelo ¢ = ¢.

Consideracoes fisicas simples (veja, por exemplo, [I]) mos-
tram que, se S for homogénea (isto é, se for composta de um
material de densidade constante), entdo a temperatura 7' em
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um ponto (x,y, z) de S, no instante ¢ (medido a partir de t = 0)
satisfaz a Equacao do Calor

oT
EAT = — 2

at7 ( )
em que k > 0 é uma constante que depende somente do material
do qual S ¢ feita (a condutibilidade térmica do material), T =
T(x,y,zt)e
B 0T n 0T N 0T
022 Oy 022
é o laplacian (espacial) de T'.

Quando o equilibrio térmico (também dito o estado esta-

AT

ciondrio) é atingido, T' ndo varia mais com o tempo, de forma
que %—? =0 e (@) fica reduzida & Equagao de Laplace

AT = 0. (3)

Devido a condicao de contorno imposta no inicio de nossa
discussao (a constancia da temperatura ao longo de cada para-
lelo r = 1, ¢ = constante), é mais interessante expressar (3
utilizando coordenadas esféricas, ao invés de euclidianas.

Nesse sentido, gracas a mudanca de coordenadas (z,y, z) —
(r,0,¢), podemos ver a temperatura 7', no estado estaciondrio,
como funcao de (r,0,¢). Pela regra da cadeia, temos (veja o
problema [])

or or or or 00 0T 0¢

9r o or 90 0z 99 s
oT oT sen 0/ 0T /cos¢cost
_E'Senmose_@e'( >+a¢'( )

'Em Fisica, em geral utiliza-se a notacio V2T, em vez de AT.

7 sen ¢ r
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+ ...
Calculando subsequentemente (e de modo anélogo) 2 ayQ e %g,

utilizando as féormulas deduzidas no problema (] e substituindo

em seguida os resultados em (3]), obtemos a expressao para a
Equacao de Laplace em coordenadas esféricas:

1 0/ ,0T 1 0 or
ﬁ.ﬁr( 8r)+r28en¢‘8—¢(sen¢8—¢)+
1 0*T (4)
r2sen¢ 002 =0

Uma vez que a temperatura na superficie de S independe
de 60, é razoavel supor que, no equilibrio, o mesmo ocorra no
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interior de S. De outra forma, isso é o mesmo que supor que
T = T(r,¢). Sendo esse o caso, temos %—g =0e ‘?977; = 0, de
sorte que (4)) simplifica para

0 [ ,0T 1 0 oT
8r( 8r>+sen¢ a¢(sen¢ (;5) 0 (5)
com a condicao de contorno
T(1,0)=f(9). (6)

Ignorando a condicao de contorno por um momento, procu-
remos solugoes nao nulas de (Bl) da forma

T(r,¢) = u(r)v(e).

(Ao fazé-lo, estaremos procurando solugoes utilizando o método
de separacgao de varidveis.) Assim fazendo, (B) d4

jr( Qiliq;“b)?}—'_ serll¢ -u d¢<sen¢d;> =0

ou, ainda

1 d/ 5du 1 d dv
v Uar) = s a e )
u dr CJ or vsengb do do
Agora, como o primeiro membro da ultima igualdade acima
s6 depende de r e o segundo s6 depende de ¢, concluimos que
ambos sao constantes, de sorte que deve existir A € R tal que
1 d/ 5du 1 d dv
_. =\ — ( ) =\
u dr( (97’) © vsen¢ do sen¢ do
Operando as derivagoes da primeira igualdade acima, con-
cluimos que essas duas igualdades equivalem a

r2u” 4 2ru’ — Au =0 (7)
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seilqb -CL%(senQSZ—Z) + v = 0. (8)
A estrutura da equagao () sugere procurarmos solugoes da
forma u(r) = r®, para algum o € R. Substituindo essa ex-
pressao para u no primeiro membro de ([7)) e efetuando os calculos,
obtemos (o + a — \)r® = 0, de sorte que o = %\/H—M.
Se 1+4)\ # 0, nao é dificil mostrar que as solugoes u(r) = r®,
obtidas para os dois valores de o acima, sao LI; logo, nesse caso
a solucao geral de (7)) é da forma

u(r) = 017“71%@ + C’z?“ilfgl+ﬁ

Se 1+ 4\ = 0, isto é, A = —i, entao a = —% e obtemos
a solucdo ui(r) = r~%/2. Como u; # 0 para r > 0, o método
da variacao dos parametros garante a existéncia de uma solucao
w9, LI com wuq, da forma uy = vuy. Substituindo us na equagao
e operando os céalculos necessarios, concluimos que a funcao v
deve ser tal que r'/2(rv” +v') = 0. Entdo, rv” +v' = 0, de modo
que v(r) = logr é uma possibilidade e a solucao geral de ([7) é

u(r) = Cir2 + Cyr~ 2 log -

Uma vez que lim, o, u(r) deve existir (pois, fisicamente, é
razoavel supor que a distribuicao de temperatura 7" seja continua
em S, e T estd definida em O), consideramos somente as solugoes

da forma
—14+VI+4N
u(r)y=Cr— 2 .

Consideracoes fisicas também apontam para a razoabilidade

dku,

de se supor que, para todo k € N| existam os limites lim —-(r).
r—0+ d’l"k
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Isso forca que seja

1+ VTH4N
y _

n€Z+

Resolvendo essa equagdo para A, obtemos A = n(n + 1), com
n e 2.

Calculando as derivadas em (§) e substituindo A por n(n+1),
obtemos a EDO

V" + (ctg p)v' + n(n+ 1)v = 0. (9)

Perfazendo a mudanca de variavel z = cos ¢, temos

dv B dv dz dv

U/(Cb):@—%-%:—sengb-—

dz’
Calculando v"(¢) de modo andlogo e substituindo os resultados
em ([9), obtemos

(1 —2H0"(2) — 220/ (2) + n(n + 1)v(z) = 0, (10)

que é a equacao de Legendre de ordem n.

Como v deve permanecer limitada para ¢ — 0+ e ¢ — 77—
(isto é, para z — (—1)+ e z — 1—), pode ser mostrado que
a unica solu¢ao de (I0) que nos interessa é (a menos de uma
constante), o n-ésimo polinémio de Legendre polinomio F,.
(Recorde que o intervalo de convergéncia das fungoes de Legen-
dre é (—1,1). Assim, o que estd sendo dito aqui é que, dentre tais
funcoes, aquelas que nao sao polinomios sao ilimitadas quando
z—=(-1)+ez—1-)

A discussao feita até aqui obteve, para (H), as solugdes parti-
culares

" P, (cos ¢).
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A ideia, agora, é superpo-las, de forma que

T(r,¢) = anr"Py(cos¢), (11)

n>0

com as constantes a, escolhidas de maneira que

f(¢)=T(1,¢) = Zanpn(cos ¢).

n>0

ou, ainda,

f(arccos z) = Z anPo(z). (12)

n>0
(Essa ideia é conhecida como o principio da superposicao de
solugoes.)
Vimos que os polinomios P, tém a notavel propriedade

/_1 Po(2) Po(2)dz = { 0. semgm (13)

1 Imy1y SC =M

(E, por isso, dissemos que a sequéncia (P,),>o é ortogonal em
relacao ao produto interno

(f.9) = / F(2)g(x)d

definido no espaco vetorial C' ([—1, 1]; ]R) das funcoes continuas
f:[-1,1 —R.)

Esse fato nos permite descobrir quem devem ser os a,,, a fim
de que (I2)) valha. Realmente, multiplicando ambos os membros
de (I2) por P,,(z) e integrando de —1 a 1, obtemos

/ f(arccos 2) dz-/ Zan 2)dz.

“+n>0
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Entao, admitindo que podemos permutar os limites f_ll e ano,
segue de (I3) que

2a,,
2)dz = E n = :
/ f(arccos z) P, z = a / dz Sy

n>0

Portanto,

Ay = (m + %) /_11 f(arccos z) Py, (2)dz,

para todo inteiro n > 0.

Por fim, substituindo a expressao para a,,, obtida acima, em
(II) (reescrita com m no lugar de n como indice do somatdério),
obtemos a solu(;éo do problema que vimos considerando:

T(r,gb)— ( / f(arccos 2)P ()dz) PP, (cos ).

Estudo & Problemas

1. Confira os calculos que levaram as solugoes de ([T).
2. Leia o Apéndice A do capitulo 8 do livro-texto.

3. Dada uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel
u = u(z,y) no plano, seu laplaciano Au é definido por

Fu o
ox? = Oy?

A equacao de Euler aparece em Fisica em problemas en-

Au =

volvendo o calculo de potenciais com simetria cilindrica,
quando precisamos calcular Au em coordenadas polares,

x=rcosf, y=rsend. (14)

A esse respeito, faca os seguintes itens:
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(a) Verifique que
or or 06 senf 00 B cos

o —

= cos 0, a—y:senﬁ, P i
(b) Verifique que

Pu_ (o P on\or ou o
ox2  \or2 0z 000r 0x) 0x Or Ox2
(82u or 0*u 89) 00  Ou 0%

9190 9z 902 9z ) 9 90 a2

’ , 2
e obtenha uma férmula analoga para g—;é.

(c) As relagoes (I4) nos permitem ver u como fungao de r

e 0). Mostre que, nesse caso,

u 1 Ou 1 0%u

Ay=2% 1 U el
“ 8T2+T (97“+7“2 002

(d) Se Au = 0 e u(r,0) = v(r)w(f), conclua que existe

A € R tal que
N/ ! "
revT 4+ rv w
—:——:A.
v w

(e) Use que u é periddica de periodo 27 em 6 para concluir
que \ = n?, para algum n € Z.

(f) Conclua que v satisfaz a equacgao de Euler
r?" 4 v’ —n*v =0
e, dai, que v(r) =", com n € N (e ndo Z).

4. Em coordenadas esféricas, seja (x,y,z) = f(r,0,¢). Cal-

cule sucessivamente:
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cosfsen¢ —rsenflsen¢o rcosbcoso
(a) Jac f = | senflsen¢ rcos@sen¢d rsenfcosd
CoS ¢ 0 —rsen ¢

(b) det(Jac f) = —r?sen ¢.

cosfsen¢ senfsen¢ coso

-1y __ __ senf cos 0
(C) Jac(f )_ TSGD¢ Tsengb O
cos 6 cos ¢ sen 6 cos ¢ __seng
r r r
(d) Pr Q(COSQSQH ¢) __ sen?d + cos?  cos® ¢
8172 o 3x - r r *
Em seguida, ded bes andl br o1
gulda, deduza as expressoes analogas para 077 0%

2 2 /
ot g—yg, etc e complete os calculos que levam a (4)).
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