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Nesta aula, utilizaremos o método de Frobenius para resolver
a equacao de Bessel de ordem p > 0,

2y +zy + (2® — p*)y = 0. (1)

(A importancia fisica dessa equagao serd discutida daqui a al-
gumas aulas.)

Vimos na aula sobre o método de Frobenius que isso é possivel,
e esse método mostra como obter duas solucoes LI a partir das
raizes da equacao indicial da equacao de Bessel. Entretanto,
uma vez que nao demonstramos o Teorema de Frobenius, ao
invés de nos contentarmos em simplesmente aplica-lo, aprovei-
taremos a equacao de Bessel para dar uma ilustragao adicional
de porque o método funciona.

Comecemos reescrevendo a equacao de Bessel de ordem p > 0
na forma

1 2 p2

i
y//+_y/+—
X

o y = 0.

Procurando uma solugao do tipo

y(a) = 2|y apa®,

k>0
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com ag = 1, temos para x > 0 que

"(z) =tz Z apzt + Z kapz® !

k>0 k>1
]<§£:takxk%j£:ka%xk>
k>0 k>1
::1¢_1j£:(t+—k)akxk,
k>0
y”ﬂt)::(t——1yﬁ_22£:(t+—k)akmk—%aﬁ_lzi:k(t%—kﬂakxk_l
k>0 k>1
= g2 (jg:(t——])(t%—k)akxk%—j{:k(t—kkﬂakxk)
k>0 k>1
=22 (= Dt + k) + k(t + k))apa’
k>0
::a¢_22£:(t4—kﬂ(t4—kz——1)akxk.
k>0

Portanto,

2y +ay + (2P —p’)y =

— ZtJrk: )(t + k — Xapx® —f—ZUW—I—(xQ_p?)thakxk
k>0 k>0

— ! (Z((t + k) — pagz” + Z akxk”)
k=0 k>0
=1 (Z((t + k) — papz” + Z akﬂk)
k>0 k>2
((t2 —pHag + ((t+1)? — p)ayw + Z Nay, + ak2)azk> :
k>2
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Entao, devemos ter:
(i) (£ = p*)ao = 0;
(i) ((t+1)* = p*ar =0;
(iii) ((t + k)? — p*)ay + ar_o = 0, para todo k > 2.
Uma vez que ag = 1, a igualdade (i) d4 ¢ = £p. Observe
que t?> — p> = 0 é precisamente a equacao indicial da equacao de

Bessel em zy = 0. De fato, uma vez que as funcoes coeficientes
sao 1 e 22 — p?, tal equacdo é

tt—1)+1-t+(0*—p*) =0,

isto é, t2 — p? = 0.
Consideremos primeiramente o caso t = p, no qual (ii) e (iii)
ficam reduzidos a

(i) ((p+1)* = pHar = 0;
(i)’ ((p + k) — p*)ay + ar_o = 0, para todo k > 2.

Como p > 0, o item (ii)’ dd a; = 0. O item (iii)’ equivale a
recorrencia a
k-2
g = ——2 yp>a
" k(K + 2p) =

A partir dai, é imediato que a3 = a5 = a; = ... = 0. Também,
recordando que ag = 1, temos da recorréncia acima que as, # 0,
para todo n > 0. Portanto, para k = 2n > 2,

azj _—1_ - _—1
azn=a0H . _g2j(2j+2p)_£[122j(j+p)
22ml(1+p)2+p)...(n+p)
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Segue que

y(z) = Z apr® = P (ao + Z aQnajz”‘>

k>0 n>1

— P (_1)%;2”

Se x < 0, a tnica diferenga nos célculos acima (verifique!) é
que, ao final, chegaremos a

B ) (_1)713:.271
y(w) = (=) (1 i ; 22'nl(1+p)(2+p) ... (n +p)> - @

Entao, concluimos que, em R \ {0}, o candidato a solucao
comt=pé

o » (_1)nx2n
Yplz) = || (1 +n§ 22l(1+p)(2+p)... (n+p)> - G

;. A~ . x
A série de poténcias que define y";flp) converge exatamente

onde convergir a série

(=1)"a"
H; 22l(1+p)(2+p)...(n+p)

Pondo, paran > 1,

(="

TPl p) 2+ p) ... (n+p)
temos
en | 227"+ DI(1+p)(2+Dp)...(m+1+p)
1| 22mm)(1+p)(2+p) ... (m+p)

=4(m+1)(m+1+p) = +oo.
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Portanto, pelo teste da razao, o raio de convergéncia é oo, e
realmente esta definida em R\ {0}.

Consideremos, agora, o caso t = —p, no qual as condigoes (ii)
e (iii) tornam-se

(i)” ((=p+1)* = p*ar = 0;
(iii)” ((=p+ k)* — p*)ax, + ar_o = 0, para todo k > 2.
Entao,

(1 -2p)ay =0 e k(k—2play+aro=0, VEk>2,

Se 2p ¢ Z. (trataremos o caso 2p € Z, daqui a duas aulas),

obtemos a1 =0 e
ag—2
ap =————, Vk>2.
" k(k—2p) -

(Observe que 2p = p — (—p), de forma que a condicao 2p ¢ Z,
é exatamente a condic¢do, no enunciado do item (a) do Teorema
de Frobenius, sobre as raizes da equagcao indicial.)

Essa recorréncia é essencialmente a mesma do caso t = p
(bastando trocar p por —p), de sorte que nos dé a solucao

B -1 nl.2n
Y—p(z) = || (1 + ; 22np(1 — ;)(2)_ p)...(n p)) . (4)

Argumentando como para , concluimos que y_, estd definida
em R\ {0}.

Observe também que y, e y_, sao LI. Realmente, se existissem
constantes nao nulas a e b tais que ay, + by_, = 0 em R\ {0},
teriamos

lim (ayy(z) + by—p(x)) = 0. ()

x—0
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No entanto, uma vez que 0 < p ¢ Z; = p > 0, as expressoes
para y, € y_, garantem que

91012% Yp(z) =0 mas ilg(l) y_p(x) = 400.

Tais limites, por sua vez, nao sao condizentes com .

Estudo & Problemas

1. Verifique a validade de ([2)) e os célculos que levam a ([{4)). Ve-
rifique também que, para x # 0, a série do segundo membro
de y_, € convergente.

2. A equacao de Bessel modificada ¢ a EDO de segunda
ordem

2’y +wy — (2* +pP)y =0,

em que p > 0 é um parametro real. Encontre sua forma
normal e mostre que toda solu¢ao nao trivial y : (0, +00) —
R tem no maximo um zero.

3. Mostre que a equagao de Bessel modificada (veja o pro-
blema anterior) possui uma solucao y : (0,4+00) — R da

y(‘r) = x” Z a’kxka

k>0

forma

com ag = 1, e que tal funcao é positiva, crescente e estrita-
mente convexa, com lim, ., y(z) = +o0.

4. Seja y, : (0,400) — R a solugdo ndao trivial da equagao de
Bessel de ordem p > 0 obtida no texto. Mostre que

| w0 = 5207 + (0 = o).
0
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(Sugestao: comece multiplicando a igualdade zy) + xy), +

(2% — p*)y, = 0 por 2y, e integrando o resultado.)



