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A fim de reescrever adequadamente as solugoes que obtive-
mos para a equacao de Bessel, precisamos da mais importante
das funcoes altamente transcendentes da Matematica, a funcao
Gama. Para tanto, comecemos revisando alguns fatos acerca de
integrais improéprias.

Lembre-se de que se f : (a,b) — R (possivelmente a = —o0
ou b = 4+00) é integravel em todo intervalo [a, 8] C (a,b), entao
f é integravel em (a,b) se, para algum ¢ € (a,b), existem os
limites

lim / "t e tim /a F(t)dt.

B—b— a—a+

Nesse caso, definimos a integral imprépria de f sobre (a,b)
por

a—a+

/abf(t)dt ;= lim /acf(t)dt—i—ﬁli)rlr)l_ /cﬁf(t)dt,

e nao é possivel provar que o segundo membro independe do
¢ € (a,b) fixado.

O critério mais efetivo para garantir a existéncia de inte-
grais improprias € o resultado a seguir, conhecido como o teste
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da comparacao para integrais improprias. Sua demonstragao
pode ser encontrada nas referéncias.

Teorema 1. Sejam dadas fungdes f,g : [c,b) — R, integraveis
em todo intervalo [c, 5] C [c,b). Se a integral impropria fcb g(t)dt
eziste e, para algum C > 0, tem-se |f(t)] < Cg(t) para todo
t € [c,b), entao:

(a) As integrais improprias fcbf(t)dt e fcb |f(t)|dt também exis-
tem.

(b) Valem as desigualdades

/ bf(t)dt‘ < [rwa<e [ ywa

Um resultado analogo ao teorema acima (também conhecido

como teste de comparagdo) vale para fungoes f,g : (a,c] — R.
Sugerimos ao leitor parar por um momento para escrever o enun-
ciado correspondente.

De posse dos preliminares acima, definimos a fungao Gama
[':(0,+00) — (0,400) pondo

+00
['(x) = / e t" 1t
0

(Recorde que 771 = elz=Dlogt )
Fixado = > 0, a fim de verificar que I'(x) estd bem definido,
mostraremos que existem as integrais improprias

1 +00
/ e "t e / e " 1dt.
0 1

Para tanto, observe que:
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(i) Sendo f,g : (0,1] — R dadas por f(t) = e "1 e g(t) =
t*=1 temos |f(t)| = f(t) < g(t) para todo t € (0,1]. Também,
a integral imprépria de g em (0, 1] existe, uma vez que, para
0 < a<1, temos

t=1
! ’ 1-a

lim 1t = lim — — lim
a—=0+ J, a—0+ T i—o a—0+ x

1
= —
Portanto, o teste da comparacao garante a existéncia da integral
imprépria de f em (0, 1].

ii) Existe > al que e 't*7+ < Ce™"*, para todo t €
ii) Existe C' > 0 tal tpr=l < Cet/? todo t
[1,400). De fato, uma vez que a funcio t +— & :

= ¢ continua
em [1,400) e satisfaz

tx—l

lim
t——+o0 et/Q

=0,

existe C' > 0 tal que i—; < C para todo t € [1,4+00). Entao,

b T —t/2 —t/2
e 't = i e < Ce "7,
para todo t € [1,400).

Agora, sendo f,g : [1,+00) — R dadas por f(t) = e " L e
g(t) = e*/?, as estimativas acima garantem que |f(t)] < Cg(t)
para todo t € [1,+00). Por outro lado, a integral improépria de
g em [1,400) existe, uma vez que

B t=p 2 2 2
lim [ e "?dt= lim —Ze_t/2’ = lim (———B> =—.
=400 Jq B—+00 t=1 B—4o00 2 \/E

1
€2 e2
Portanto, invocando novamente o teste da comparacao, con-
cluimos pela existéncia da integral imprépria de f em [1,+00).
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Por fim, a discussao acima garantiu a existéncia das inte-
. 1 4,0 +00 ¢t p— / .
grais [ e 't" ldz e [ et Ydz, de sorte que também existe
oo 1 ’
oo —
Jo " et

O resultado a seguir traz uma propriedade muito importante
da funcao Gama.

Proposicao 2. Para x > 0, temos I'(x + 1) = x['(x).

Prova. Integrando por partes, obtemos:

+00 1 +00o
[(x+1) = / e "t dt = / e "t dt + / e v dt
0 0 1

1 B
= lim e 'tdt + lim e dt
a—0+ [, B—+o00 Jq
t=1 1 .
= lim <—e_ttx —|—x/ et dt)
a—0+ t=« a

t=p p .
+ lim <—e_ttx +x / et dt)
B—+o0 t=1 1

o’ 1
= lim ( z+—+x/ —ttx—ldt>
a—0+
+ lim <———|—g—|—x/ A 1dt>
B—+o0

o’
lim — — i — r xzl'(x).
T oo ev B—1>IJIrloo ef +al(@) = 2T(z)

[]

Para nossos propdsitos, a proposicao anterior tem pelo menos
duas consequéncias importantes, colecionadas nos dois corolarios
a seguir.

Corolario 3. A funcao I' estende o fatorial aos reais positivos.

4
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Prova. Note inicialmente que

+00 1 153
(1) :/ e 'dt = lim e 'dt + lim e ldt
0

a—0+ a 6—>+OO 1

t=p
+ lim (—e™)
t=a B——+00 t=1

= lim (—f//r—i— e )4 lim (—e” —i—f//r) = 1.

a—0+ B——+o00

. N
~ e

Entao, aplicando varias vezes a proposi¢ao anterior, obtemos
rey=1-r1)=1,r13)=2-I2)=2,I4) =3-I'3) =6 ¢,
em geral,

I'n)=Mm-1)!, VneN.

[]

Corolario 4. A func¢do I' pode ser estendida a R\ Z_ de uma
forma tal que a relagao U'(x + 1) = x'(x) permaneca vdlida.

Prova. Se —1 < z < 0, entao 0 < x + 1 < 1, de forma que
podemos definir I'(z) pondo

P(z) = L&D (1)

X

Agora, estendemos I" ao intervalo (—2, —1) observando que, para
—2 < x < —1, temos —1 < x + 1 < 0, de sorte que podemos
usar a mesma estratégia anterior, definindo I'(x) por meio de
(1). Prosseguindo dessa forma, estendemos I' a R \ Z_. ]

E possivel mostrar que a fungdo Gama é C* em R\ Z_.
Para um esbocgo de seu grafico, veja a figura 60, a pagina 412 do
livro-texto.

Para o proximo resultado, precisamos da seguinte versao do
teorema de mudanca de variaveis para integrais improprias.

5
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Lema 5. Sejam [ : [a,+00) — R uma fungdo continua e
g : [b,4+o0) = [a,+00) uma funcdo derivdvel, com derivada
integrdvel em cada intervalo fechado contido em [b,4+00) e tal
que lim,_, ., g(x) = +00. Entdo, ng(r;)o f(t)dt converge se, e sé
se fb+oo f(g(s))g'(s)ds converge. Ademais, sendo esse o caso,

tem-se
“+00 —+00

f(t)dt = f(g(s))g'(s) ds.

g(b) b

Prova. Fixado = > b, a versao usual do teorema de mudanca
de varidveis garante a existéncia de fgg(g;) f(t)dt, com

9(x) T
dt = sNd'(s)ds
Awmw Aﬂam

Agora, utilizando o fato de que lim g¢(z) = +o00, temos
T—r+00

400 g(x) ( )
ft)dt = lim / ft)dt = lim / f(t)dt
g(b) Y—r+00 T—-+00 g(b)

:ﬁﬁff

=/ f(g(s))g'(s) ds

[]

A demonstracao do teorema a seguir também necessita de
alguns fatos sobre integrais multiplas. O leitor sem tais pré-re-
quisitos pode omiti-la numa primeira leitura.

Teorema 6. I' () = /7.
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Prova. Por definicao, temos

1 —+00 —+00
r (—) — / e 2 g = / e it 2qe,
2 0 0

Sendo g : [0,400) — [0,+00) a fungdo dada potf] g(s) =
s?, temos g que satisfaz as hipéteses do lema, de sorte que a
substituicao de varidvel t = s? d4 (dt = 2sds, logo)

1 00 2 R 2
r (—) = / e (s V225 ds = 2/ e ¥ ds.
2 0 0

Fazendo I = f0+oo e‘Sst, as propriedades da integral e o

teorema de Fubini garantem que

+00 ) +00 )
I’ = (/ e ™ dﬂ]) (/ eV dy)
0 0
+o00 +00 ) )
= / (/ e’ d:r:) e ¥ dy
0 0
+00 +o0 5 o
= / / e ) dx dy
0 0
= // e_(‘”2+y2)da:dy.
(0,+00)?

Agora, a mudanga de variaveis (r, 0) — (r cos, r sen 8) aplica
a faixa F = (0,+00) X (O, %) do plano 76 diferenciavelmente
sobre o primeiro quadrante do plano xy, com determinante ja-

cobiano
D (rcos) L(rcosb) cos® —rsenf | .
D (rsenf) 5 (rsend) senf rosd |

!'Na tentativa de calcular a integral que define I‘(%), é natural procurar uma mudanca
de varidvel da forma t = s* que a simplifique. Assim fazendo, e uma vez que dt = us* " 'ds,
vemos que o integrando muda para e‘su(s”)_l/Qusu_lds = ue=® s~ %/2tu=1(s: portanto,
escolhendo u de forma que —u/2+u —1 =0 (isto é, u = 2), simplificamos a integral para

+ 2
Oooesds.
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Portanto, um argumento de limite similar aquele da demons-
tracao do lema anterior, juntamente com a férmula de mudanca
de variaveis em integrais duplas e novamente o teorema de Fu-
bini, nos permitem calcular

I’ = // e~ @) 4y dy = // " dr df
0,400)2 F
+oo  r% +00
/ / "rdf dr = —/ ™ dr

r——+00

v

r—0+

Assim,

Estudo & Problemas
1. Leia a parte da secao 46 do livro-texto relativa a funcao
Gama. Em seguida, faca o problema 4.
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