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Voltando a discussao das solugoes da equacao de Bessel de

ordem p > 0,

2y +zy + (2* — p*)y =0, (1)

obtivemos a solucao

» (_1)nx2n
%@):x<1+22?WM1+M@%10”(n+m>’ )

definida em R\ {0}.
Agora, observe que

IF'n+1+p) =n+pTn+p)
—(n+pn+p—1)Tn+p—1)

—(n+p)n—1+p)...0+p)I(1+p).
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Portanto, para = > 0, temos

- (—1)"T(1+p) o,
yp(z) = (1 + Z 22\l (n + 1 -H?)x )

n>1

= 2'T(1 +p) (g)p <ﬁ 2 n!F(fl_—:)ln“f’ p) (g)”‘)

n>1

=2T(1+) (5) n!m(: )1n+ D) (g)% '

n>0

Pondo, para x > 0,

@) = (g)p 2 n!F(7<1_—: )1n+ p) (g)% ’ 3)

n>0

temos
Yp = 2pF(1 —|—p)Jp,

de forma que J, também resolve a equacao de Bessel de ordem
p em (0,+00). Dizemos que J, é a fungao de Bessel de pri-
meiro tipo e ordem p. A Figura (1| mostra os gréaficos de J,
para 0 < p < 5 inteiro.

Se p ¢ Z., vimos que a equacao de Bessel de ordem p também
tem a solucao

L (=1
y—p(7) = |7| (1 T ; 221 —=p)(2—p)...(n —P)> |

também definida em R \ {0}.
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Figura 1: gréfico de J, para 0 < p <5 inteiro.

Argumentando como acima, temos para z > 0 que

. (1 —p)
y—plz) =z (1 T Z QQElnllz(n(—l— 1 f)p)x )

iy e
=27"T'(1 - p) G) - > n!F(?(;Ll)ln_ . (g)?n |

n>0

Entao, denotando por J_, a funcao obtida trocando p por —p
em (3), temos para = > 0 que

y—p =211 —p)Jop,

de sorte que J_, resolve a equagao de Bessel de ordem p em
(0, 4+00).
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Também mostramos que, se p ¢ Z,, entao y, e y_, sao LI
Logo, J, e J_, também sao LI nesse caso. Dessa forma, a teoria
geral das solucoes de EDOs lineares de segunda ordem nos da o
seguinte

Teorema 1. Sep ¢ Z., entao as solucoes da equagao de Bessel
de ordem p em (0,400) sdo as fungoes da forma aJd, + bJ_,,
com a,b € R.

Em relagao a equacao de Bessel de ordem p € Z,,

2y +zy + (2® — p*)y =0, (4)

ja obtivemos como solucao a funcao de Bessel de primeiro tipo e
ordem p, isto é (de acordo com (3)), a funcao J, : (0, 4+00) — R

dada por
=) S 3) - ©

n>0
No restante desta aula, mostraremos que tem uma se-
gunda solucao Y, : (0,4+00) = R, LI com J, e da forma

Y,(x) = Jp(x)logx + a7 P Z Cha", (6)
n>0
com Cy < 0 (veremos em @ que Cy = —(Z;fl)! se p>1).

Uma vez feito isso, diremos que Y}, : (0,400) — R é a fungao
de Bessel de segundo tipo e ordem p (recorde que, aqui,
p € Z+). Os gréficos das fungoes Y, para 0 < p < 5, podem ser
vistos na Figura [2]

Observe que as raizes da equacao indicial associada a equacao
de Bessel de ordem p sao py =p e py = —p, com p; —ps = 2p €
Z. . Portanto, o item (b) do Teorema de Frobenius garante que
a solugao Y, da equagao de Bessel de ordem p tem exatamente
a estrutura ().
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Figura 2: gréfico de Y, para 0 < p <5 inteiro.

Lema 2. Para p € Z,, as fungoes J, e Y, sao LI.

Prova. Se p > 0, segue de (5)) que

' , T\P (=)™ a2
xg& To(w) = :clg&\(é)_/z n!(n + p)! <§> =0

n>0

A\ >4

—1/p!

—0

, , T\P (=)™ s\
i e =t (5 b 0 2
0t () roon \9) 087 nzzon!(n +p)! \2

—0 -~ 4
—1/p!
+ lim x pZC’nx” = —0Q;
x—0+
n>0
——
— Cp<0
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Para p = 0, verifica-se, também com o auxilio de 7 que

AP =1 e i, Yolx) = —eo

Agora, se a,b € R* s@o tais que aJ, +bY, = 0 em (0, +00),
entao

* g Ale) 0 fip ol) =0

0 que nao ¢ o caso. Portanto, J, e Y}, sao LI ]

O lema anterior, juntamente com a teoria geral das solugoes
de EDOs lineares de segunda ordem, da o

Teorema 3. Se p € Z,, entao as solugoes da equacao de Bessel
de ordem p em (0,+00) sdo as fungoes da forma aJ,+bY,, com
a,b € R.

Para entender como Y, aparece, comecamos recordando a
Proposicao 5 da aula “Alguns Fatos Sobre a Solucao Geral de

y" +p(@)y +q(z)y =07
Lema 4. Sejam I C R um intervalo e y1 : I — R uma solucao
de y" + p(z)y + q(x)y = 0 que ndo se anula em I. Se

1
yo(2) = 11 () / e [l

1
entao yo também € solucao da EDO em I.

A fim de aplicar o lema a equacao de Bessel de ordemﬂ p E
7., , observemos inicialmente que, pela continuidade das funcoes
definidas por séries de poténcias, temos

T i Gt L (f)% _ 1.

=0+ £ nl(n +p)! \2

10s usos da letra p para denotar tanto a fungao-coeficiente em vy + p(x)y’ + q(z)y = 0
quanto a ordem de uma equagao de Bessel sao padrao, e nao tendem a causar confusao,

[199%5}

pois o contexto sempre deixara claro a que objeto “p” se refere.
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Portanto, garante que podemos tomar g > 0 tal que J, nao
se anulaf| no intervalo (0, zo).
Reescrevamos como

1 x2 — p?
y//+_y/+—2pyzo
X X

Nas notacoes do enunciado do lema anterior, temos y; = J, e

p(z) = 1 de sorte que

T

e—fp(x)dx _ o logw _ 1

—
Portanto, outra solugao y de (4)) no intervalo (0, xg) é a fungao

o) = Ilo) |t 7)

para um certo ¢ € (0, x) fixado.
Agora, observe que a funcao f : (—xzg,z9) — R dada por

10 =3 ot (3)

4

é par, vale 1 em 0 e nao se anula no intervalo (0, (). Portanto,

f nao se anula no intervalo (—zg,x), e é possivel provalﬂ que
% . (—x0,79) — R também é dada por uma série de poténcias;
entao, da mesma forma, # também é dada por uma série de
poténcias em (—xg, xg).

Como J,(z) = (£)" f(z), temos

1 22p 1 1
— : _ F
TR e e

2J4 sabemos que os zeros de uma solugdo nao trivial y : I — R da EDO y” + p(z)y’ +
g(z)y = 0 néo se acumulam em /. Contudo, ndo podemos utilizar esse resultado aqui, pois
J) resolve a equacao de Bessel em I = (0,400) e, portanto, poderia existir uma sequéncia
de zeros de J, se acumulando em 0.

3Isso requer mais sobre a teoria de séries de poténcias do que dispomos.
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em (0,xg), com F,(x) = % em (—x9, o). Entao, F,(0) = 2%

e
F,(x) = Z Apx”,

n>0

para certos A, € R. Portanto, temos em (0, xy) que

1 1 1 i
wlp(z)? @+ le) = x2+l 'ZA":U '

n>0

E possivel provar que Ay, # 0. Admitindo esse fato, segue de
que, no intervalo (0, zy),

x 1 .
y(@) = Jp(z) / STl Y Aptdt

n>0

= Jp(x) Y / At 1,

n>0ve

sendo a segunda igualdade consequéncia do item (b) Teorema 5
da nota de aula “Série de Poténcias’. Entao,

y(@) = Jp(x) | > Ay / "2t 4 Ay, / t~tdt

0<n##2p

An n— n—
= J,(z) Z n—2p(x ? ¢ 2p)—|—A2p(logx—logc)
0<n##2p

Ancnf2p +

Denotando por C' a constante real C = Zogn;ﬁQp -

Ay, log ¢, segue dos célculos acima que

A

— " — CJy(x) + AgyJ,(x) log z.
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Mas, como J, ¢ solugao da equagao de Bessel de ordem p, que ¢
linear, concluimos que

2(x) = Jy(x) Y

0<n#2p

A,
n——Qp X 2p -+ Agpjp(l') lng

também é solucao.
Agora, note que, em (0, zg),

Ap
2(z) = Jy(x)z™?P Z — z" + AgpJy(z) logx
0<n#2p p
1 (=)™ fx\2» A,
= — . P _N 7 (= n
w " (; n!(n + p)! (2) > 0;21771 — pr
+ AgpJy(z) log
=a P Z A, a" + Agpd,(x)log

n>0

para certas constantes reais A,, (os coeficientes do produto das
séries de poténcias entre parénteses). Entao, multiplicando am-
bos os lados da igualdade acima por Agpl, concluimos que a
equacao de Bessel de ordem p € Z, tem, em (0, x(), uma solugao
da forma

Yy(x) = Jy(x)logz + 277y Cpa” (8)

n>0

(Aqui, C), = Agplfln, para todo n > 0.)

Vamos mostrar que Y, esta definida em (0,400), € nao so-
mente em (0, ). Para tanto, substituindo Y),, dada como acima,
na equacao de Bessel de ordem p e calculando recursivamente
os coeficientes C;,, obtemos (por ora vocé pode assumir que o0s
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valores abaixo estao corretos)

Y,(z) = Jy(z)logx

66T

n=

Q) T ()

n>0

com hg=0eh, =>p_, + paran > 1. (A segunda linha acima
nao existe se p = 0.)

Tendo em vista que os coeficientes nas ultimas duas linhas de
([9) foram calculados a partir de () e do fato de que Y}, resolve a
equagao de Bessel de ordem p em (0, z9), a fim de que Y, resolva
tal equagao em (0, +00) é suficiente mostrar que a série

S o R g (10)
= m!(m + p)!

obtida da série da dltima linha de (9)) trocando (%)2 por x, con-
verge em (0, +00).
Vamos mostrar que tal série converge em toda a reta. Para
tanto, recorde que h,, = ZZL:l% para m > 1, de forma que
lim A, = +oo (pois a série harmonica diverge). Entao, pondo

m—+00
J— hn+hn+p

Un = Jinip)l temos que
Unt1 _ P + g1y . 1
Up hp+hnepy (n+1)(n+1+p)
e
B how + Py “n+D(n+1+p)

1 1
_ 1+n_+1+n+1+p - 1 noteo o
B + Bty (n+1)(n+1+p)

10
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Portanto, pelo teste da razao, o raio de convergencia da série
(10]) é realmente +oc.

Estudo & Problemas

1. Leia o restante da secao 6 do livro-texto.

2. Complete a demonstragdo do Lemma [2 mostrando que

A, o) =1e Jig, Yolw) = —eo

3. Mostre que

9 \1/2 9 \1/2
Jijo(w) = <—) senz e J_jp(r) = (—) COS .

T X

4. Mostre que, para z > 0, tem-se:
(a) %(xpjp(x)) = alJp1 ().
(b) %(x_pjp(x)) ==z " Jp(x).

5. Seja Fy(x) = 2P Jy(z) e Gp(x) = 7P J,(x), para x > 0. Note
que cada zero positivo de J, é um zero de Fj, e também de
Gp. Use o Teorema de Rolle e o problema anterior para
mostrar que os zeros positivos de J, e J,1; se alternam.
O que o Teorema de Comparacao de Sturm diz a respeito
dessa situacao?

6. Mostre que, para z > 0, tem-se:
() 2 J,(2) + Jifx) = Ty (2)
(b) £ Jp(2) = Jy(x) = Jpsa(2).
(Sugestao: use as relagoes do problema [4])

7. Mostre que, para x > 0, tem-se:

11
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(2) Tyt () + Ty (2) = 2 J(0).
(b) Jpor () = Ty () = 2J)(x).

8. Mostre que, para z > 0, tem-se:

() 3 (@) + Ty (2)2) = 2 Tp(2)” = 22 T ().
(b) (@) Tyua () = 2(Jp(2)° = Tpun(2)?)

9. Mostre que, para z > 0, tem-se:

10.

(a) Jo(z)% +2 2@1 Ju(2)? = 1.
(1) S 2 dusa(2) = 3 [ 1ot)d

(Sugestao: derive os primeiros membros e, em seguida, use
as férmulas do problema anterior.)

Verifique que os coeficientes em (9)) estdao corretos. (Su-
gestao: use o fato de que Y}, resolve a equacao de Bessel
de ordem p em (0,zy) para obter uma recorréncia para
os (. Em seguida, prove por inducao que, partindo de

—1) . x
Cop = —(gp +1) , os demais valores em () estao corretos.)
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