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A ideia da transformada de Laplace é construir um operador
linear £ que atua sobre funcoes destruindo derivadas, de forma
que uma EDO de coeficientes constantes, por exemplo

y' +ay + by =r(x),

corresponda, apds aplicarmos £, a uma equacao algébrica tendo
por incognita a funcao Y = L(y).

No caso do exemplo acima, sendo r definida em [0, +00), im-
pondo que y(0) = ¢'(0) = 0 e denotando R = L(r), tal equacao
algébrica sera

Y +apY +bY = R(p),

de modo que

R(p)
Y(p) = 2
p*+ap+b
Entao, se £ for invertivel, teremos
. - R(p)
L) =L <—> .
i &) P +ap+b
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Nesta aula, desenvolveremos tais ideias rigorosamente. Con-
tudo, antes de prosseguirmos, é conveniente recordar o teste
da comparacao para convergencia de integrais impréprias: se
f :]a,+00) = R é integravel em todo intervalo da forma |a, b],
com b > a, entao

+00 +00
/ |f(x)|dx converge = f(x)dx converge.

a
Além disso, sendo esse o caso, vale a desigualdade

+00

flats) < | @) 1)

a

Definigao 1. Dada f : [0,+00) — C, definimos sua transfor-
mada de Laplace F = L(f) em p € R por

Fo)= [ e flad,

contanto que a integral impropria acima convirja.

Observacao 2. Ainda em relagao a definicao anterior, se f =
u+ 1, com u,v : [0,+00) = R, entdo (também por definicdo)

+00 400 +00
/ e P f(x)dx = / e Pu(x)dr + z/ e Py(x)dz,
0 0 0

contanto que todas as integrais existam. (Teremos mais a dizer
sobre isso ainda nesta aula.)

Antes de desenvolver a teoria, vejamos alguns exemplos de
calculo de transformadas de Laplace.

Exemplos 3.
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(a) Dado z = a4+ i € C, temos, para p > a,

+00 +00
L(e**)(p) :/ e Me*tdx :/ e Py
0 0

(z=p)z | z=q 1
— lim © = lim (eFPa _ 1),
a—+oo Z — P lz=0 a—+00 Z — P
Agora,
|e(zP)a| = eRelz=pla) — gla—p)a 2,
Portanto,
1 1
L — i (z=pla _ 1) =
(e)p) = lim ——(e )=

de sorte que L(e*") estd definida em (a, +00).

(b) Dado ¢ € R, seja

Para p > 0, temos

L(uc)(p) = /OJFOO e PPu(x)dx = /;roo e Pdx

. e Prr=a N _
= lim dr = lim —(e? —e %)
a——+00 —p r=c a—>+oop
e P
p

Entao, L£(u.) estd definida em (0, +00).

Por vezes, podemos calcular £(f) ainda que f esteja definida
somente em (0,4+00) e “estoure” a medida que z — 0+. O que
importa é a convergéncia da integral imprépria que define £(f),
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uma vez que, caso ela convirja, seu valor é sempre o mesmo,
independentemente de como definamos f em 0. A seguir, temos
um exemplo relevante.

Exemplo 4. Para calcular ﬁ(:fl/ 2), temos inicialmente, para
p >0,

400
Lz (p) = / e Pre= 2 dy,
0

Fazendo a mudanca de variavel t = px, temos dx = %; como t

também varia de 0 a +0o quando x varia de 0 a +00, temos

L(z7)(p) = /O e (%)_1/2 % - % /0 gy
o) e

O resultado a seguir da condicoes suficientes para a existéncia
da transformada de Laplace de uma funcao.

Proposicao 5. Seja f : [0, +00) — R uma func¢do continua por
partes em todo intervalo da forma [0,a], com a > 0. Se eziste
k> 0 tal que f=0O(e") em [0,+00), entio F = L(f) estd
Mais precisamente, se |f(z)| < Cek® para
Plp)| < p%k, para todo p > k.

Prova. Para a boa definigao de F' em (k, +00), o teste da com-
paracao para integrais impréprias garante ser suficiente mostrar-
mos que a integral impropria

400
/0 eV f(x)|da

converge sempre que p > k.
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Para tanto, veja que, para a > 0 e p > k, temos

/ e P\ f(z)|dx S/ e P Cekrdy = C’/ e*=P)z
0 0 0
— C el T L(l — elh=pla)
k—p =0 p—k
— C
I
S p—k
Portanto, F' realmente estd definida em (k, +00).
Agora, para p > k, segue de (1)) que

k—p)x

+0oo +00
Foll=|[ el [ el
0 0
: L. T : C (k—p)a
= lim e P’ f(z)lde < lim ——(1 — "7 P%)
a—+0oo fq a—+00 P —
_ C
pi—

[]

Doravante, uma fungao f : (0,4+00) — C satisfazendo as
hipoteses da proposicao anterior serd dita admaissivel com
constante k para a transformada de Laplace.

Sendo V' o conjunto das funcoes admissiveis, é imediato que
Y é um espaco vetorial complexo. Por exemplo, dadas f,g €
V, temos que f+ g : [0,400) — C é continua por partes em
todo intervalo [0,a], com @ > 0. Também, sendo f = O(e**)
e g = O(®) em [0,+00) e para certos k,I > 0, temos que
f+g=0(e"), com u = max{k, l}; realmente, para x > 0,

(f +9)@)| = [f (@) + g(x)| < |f(x)] + |g(2)]
S Cffekx + Cgel;z; S Cfeux + Cgeux
_ Ceux’
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em que C'=Cy + C,. Assim, f+g € V.
Temos, agora, o seguinte resultado importante.

Proposicao 6. £ ¢ “linear” em V.

Prova. Nas notacoes da discussao anterior, para f,g € V e
p > u = max{k,l}, temos

L(f +)(p) = /0 e (f 4 g)(a)da
-/ T e (f(a) + gla))da

= /0+oo e P f(z)dx + /O+OO e Pg(x)dx
= L(f)(p) + L(9)(p)-

Assim, L(f 4+ g) = L(f) + L(g) em Dom(L(f)) N Dom(L(g)) =
(k,4+00) N (I, 400) = (u, +00).
Analogamente, L(cf) = cL(f), paratodosc € Ce f € V. [

Exemplo 7. A fim de calcular L£(e® sen(fz)) e L(e“" cos(SBz)),
note inicialmente que |[e®” sen(fx)| < e* e |e* cos(fx)| < e,
de sorte que F' = L(e“sen(fx)) e G = L(e** cos(fz)) estao
definidas em («, +00). Pondo z = a + i3, temos

E(ezx) £(6(a+iﬂ)x)
(e** cos(Bz) + ie™* sen(fx))
(e** cos(Bx)) + iL(e" sen(fx))

= F +1G.

L
L

Por outro lado, a definicao da transformada de Laplace asse-
gura que F(p),G(p) € R, para todo p > a. Também, vimos no
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item (a) dos exemplos [3] que
1 1 p—a+if
E zL = = = .
) = = e (p—a)’+ 5

Assim, para p > «, temos

p-—a . 5
(p—a)?+p52 (p—a)P+ 5%

de sorte que, tomando partes real e imaginaria em ambos os
membros dessa igualdade, obtemos

F(p)+iG(p) =

5
(p—a)? + %

__ pr—a _
F(p)_<p_Q)2+52 € G(p)_

para todo p > «.

Para calcular outras transformadas de Laplace, precisamos
do seguinte resultado auxiliar.

Lema 8. Seja f : [0,+00) = C uma fungao continua, derivdvel
por partes em todo intervalo da forma [0,al, com a > 0. Se
f':]0,400) — C € admissivel com constante k, entdo f também
¢ admissivel com constante k. Em particular, L(f) e L(f') estdo
definidas em (k,+00).

Prova. Consideremos primeiramente o caso em que f é uma
funcao real, e suponhamos que |f'(z)| < Ce* para todo x > 0
e algum C' > 0.

Fixado x > 0, tome reais 0 = 2o < 21 < ... < x, = x tais
que f é derivavel em [x;_1,z;], para 1 < j < n. A desigualdade
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triangular e o TFC dao

Z(f(xj> ZL‘] 1) <Z|f 33] x]—l)l
/ 7(t)dt

- Z < Z/ (t)|dt
< Z/ j CeMdt = dekt
N j=1"v"%i-1 j=1 k

%(ek” —1)<—e

Assim, novamente pela desigualdade triangular,

[f(@)] = [(f(z) = £(0)) + F(O)] < [f(z) = FO)] + [£(0)]

< ek 7(0)]e = Ce
com C' = C+1£(0).

Agora, seja f = g + ih, com g,h : [0,4+00) — R. Como
f' = ¢ + b/, as hipdteses sobre f garantem que g e h sdo
funcoes reais continuas, derivaveis por partes em todo intervalo
da forma [0, a], com a > 0; também, sendo |f'(x)| < Ce* para
x > 0, temos

[f(z) = f(0)] =

' ()], [P (2)] < |f(2)] < Ce™.

Portanto, pela primeira parte da prova, g e h sao admissiveis
com constante k, de sorte que |g(z)| < Cyet” e |h(x)| < Cpet®
para todo z > 0 (e certas constantes C; e Cj,). Agora, como
f = g+ th, a Proposicao |b| garante que f é admissivel com
constante k. ]
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De posse do lema anterior, temos o seguinte resultado impor-
tante.

Proposicao 9. Seja f : [0,+00) — C uma fungdo continua
dada.

(a) Se f é derivdvel em [0, +00) e f' € admissivel com constante
k, entao

L(f)(p) =pL(f)(p) — f(0), ¥V p >k

(b) Se f € duas vezes derivdvel em [0,+00) e f" € admissivel
com constante k, entao

L(f")(p) =p°L(f)(p) — f(O)p— f'(0), ¥ p>F.

(c) Se f é admissivel com constante k e g : [0,4+00) — C € dada
para x > 0 por g(x) = fox f(t)dt, entao g € admissivel com
constante k e

E@Mﬂ:%ﬁﬂwhvp>h

Prova. O lema anterior garante que, nos itens (a) e (b), as
funcoes envolvidas sao admissiveis com constante k. _
Fixe p > k. Para o item (a), temos (mkz?nmné\s pon ?o/\kas\

mmmzlmwwmm

e b T—+00 +oo e Pr ,
] e Pr 1 1 /
égggﬂfmw+5ﬂﬁ+5£UXM-
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Mas, como |f(z)| < Cek® para x > 0, temos
e Pt f(z)] < CelbPlr Ly,

Portanto, . .
L(f)p) = ; f(0) + ];E(f’)(p)

e, resolvendo para L(f’)(p), obtemos a férmula do enunciado.
O item (b) segue, agora, aplicando duas vezes a férmula do
item (a):

L(f")(p) =pL(f")(p) — f(0)
= p(pL(f)(p) — f(0)) — f'(0)
= p°L(f)(p) — pf(0) — f(0).

Para o item (c), note inicialmente que o TFC da ¢’ = f, a
qual é, por hipdtese, admissivel com constante k. Portanto, o
lema anterior (com ¢’ no lugar de f’) garante que g também é
admissivel com constante k. Agora, aplicando a ¢' a férmula do
item (a), obtemos

L(f)(p) = L(d)(p) = pL(g)(p) — 9(0) = pL(g)(p),

conforme desejado. []

Exemplo 10. Dadosn € N e k > 0, calcule L(x"ek).

Solucao. Fixados ¢ > 0 e m € N, temos limx_>+00§ = 0.
Entdo, a funcdo z — L. é limitada, de forma que existe C' > 0

ee.’l)

tal que 2™ < C'e® para todo x > 0. Segue que

[zMekr| < Ce* I v g >0,

de sorte que £(z™e*) estd definida em (k + ¢, +00). Mas, como
e > 0 foi escolhido arbitrariamente, concluimos que L£(z™e**)

estd definida em (k, +00).
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Agora, como (z"e")" = nz""leM + kz"eM | a discussio an-

terior garante que (2"e¢®)" é admissivel com constante k para a
transformada de Laplace. Portanto, o item (a) da proposi¢ao
anterior da

L((z"e"™))(p) = pL(a"e"™) — 2"e"(0) = pL(a"e").
Por outro lado, a Proposigao [6] garante que
L((z"e")) = L(na" e + ka"eM")
= nL(z" ") + kL (z"eM).
Igualando essas duas expressoes para L‘((:L‘”ekx)’ ), obtemos,
para p > k,
pL(2"e") (p) = nL(z" ") (p) + kL(2"") (p),

de sorte que
n

£(xnekx) (p) _ - p E(xn—lekx> (p)

[terando a recorréncia acima e usando (de acordo com o item
(a) dos exemplos |3 que L(eF)(p) = ﬁ para p > k, concluimos
que

n _kx . n n—1 kx
[,(xe )(p)—p_kﬁ(:z: e )(p)
_ n _n 1 n—2 kx
=~ TE L'(x e )(p)
_n .n—l 1 .
p—k p—k p—kﬁ(e 2
B n! 1
(p—k)" p—k
n!

~ (p— k)t
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Estudo & Problemas

1. Leia a secao 48 do livro-texto e faca os problemas 2 a 4.

2. Leia a secao 49 do livro-texto e faga os problemas 1 a 3. Em
particular, veja que o problema 3 da secao 49 da exemplo
de uma funcao que nao possui transformada de Laplace.
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