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Suponha que tenhamos um conjunto C de curvas numa regiao
R do plano, tal que exatamente uma curva de C passa por cada
ponto de R. Gostariamos de encontrar outro conjunto de curvas
em R, digamos D, tal que exatamente uma curva de D passa
por cada ponto de R e, adicionalmente, as curvas de C e D que
passam por cada ponto P de R sejam ortogonais, no sentido de
que suas tangentes em P sejam perpendiculares.

Isso ocorre, por exemplo, quando R é um mapa e C é o con-
junto das curvas de nivel do mapa (veja a figura a seguir). Neste
caso, as curvas de D sao as trajetorias de mdximo aclive no
mapa, isto é, as curvas tais que um ponto material, movendo-se
ao longo das mesmas com velocidade escalar constante, expe-
rimenta, num certo intervalo de tempo, a maior variacao de
altitude possivel.

A questao que queremos considerar aqui é como obter as cur-
vas em D, uma vez conhecidas as curvas em C. Faremos isso
apenas no caso bem particular em que as curvas em C sejam
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Figura 1: curvas de nivel em um mapa.

graficos de fungoes, mas ele sera suficientemente representativo
para ilustrar o que ocorre em geral.

Sejam R uma regiao no plano cartesiano e F': R — R uma
funcao continua e que nao se anula. Suponha (acompanhe na

préxima figura) que as curvas de C sao graficos de solugbes da
EDO

y' = F(z,y)

(de sorte que y'(x) = F(x,y(x)) # 0, para todo x no dominio

de y = y(z)).
Se (xg,Y0) € R, sabemos do Célculo que a reta r, tangente a
curva de C que passa pelo ponto (xg, yo), tem coeficiente angular

y'(x9) = F(z0,10) # 0.

Portanto, r nao é horizontal. Por outro lado, a Geometria

Analitica ensina que a reta s, que passa por (zg, yo) € é perpen-

dicular a r (nao é vertical e) tem coeficiente angular —
Assim, se conseguirmos resolver a EDO

y = !
F(z,y)’

_ 1
F(zo,y0)"
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Figura 2: a familia de curvas C em R.

entao os graficos de suas solucoes serao as curvas de D. Diremos,
nesse caso, que as curvas de D sao as trajetorias ortogonais
as curvas de C.

Exemplo 1. Sejam dados uma reta t e um ponto O € t. Se C é
a familia dos circulos com centros em ¢ e que passam por O, uma
trajetéria ortogonal a C é a propria reta t. Escolha um sistema
cartesiano de coordenadas no qual O seja a origem e t seja o
eixo das ordenadas, e descreva as demais trajetérias ortogonais
de C como solugoes de uma EDO de primeira ordem.

Solucao. Dado R > 0, o circulo I' de raio R, com centro em ¢
e passando por O é centrado em (0, R) ou (0, —R).
Se o centro de I' for (0, R), sua equagao é

(x = 0)*+(y— R)* = R?

ou, ainda,
2%+ y* — 2Ry = 0. (1)
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Figura 3: curvas ortogonais a uma familia de circulos.

Os semicirculos de I' situados acima e abaixo de seu diametro
horizontal definem y como funcao de =x.

Para encontrar uma EDO para as trajetorias ortogonais, pre-
cisamos descrever tais semicirculos de I' como solugoes de uma
EDO de primeira ordem. Para tanto, derivamos implicitamente
(1)), obtendo

22 + 2yy’ — 2Ry’ = 0.

Assim, exceto pelos pontos mais baixo e mais alto de I' (nos
quais ' = 0), temos

r+uyy x

R /
y y

Substituindo essa expressao para R em , obtemos

i
x2+y2—2(—/+y>y20.
Yy
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Resolvendo a expressao acima para v, chegamos, por fim, a

J = 2xy
22 — ¢
Nesse ponto, vocé pode verificar facilmente que, se tivéssemos
tomado o centro de I em (0, —R), entao, repassando os calculos
acima, chegariamos a mesma EDO.

. . ~ 2 ~
Por fim, se estivermos numa regido em que -4 =# 0, entao
r?—y
nossa discussao anterior sobre trajetorias ortogonais garante que

as trajetorias ortogonais de C sao os graficos das solugoes da

EDO .
;o 2xy B y2 — x? 5

[]

A EDO de primeira ordem (2)) nio é linear; ela também nao
é separavel, pois a funcao (z,y) — % nao pode ser escrita na
forma f(z)g(y). Entretanto, ela pertence a uma classe de EDOs
de primeira ordem que podem ser transformadas em EDOs se-
paraveis por uma mudanca de variavel bastante simples.

Definigao 2. Uma EDOy' = F(x,y) ¢ homogénea se a fun¢ao
F for tal que F(ax,ay) = F(x,y), para todos a # 0 e x, y tais
que (x,y) e (ax,ay) pertencam ao dominio de F.

Para resolver uma EDO homogénea iy’ = F'(z,y) quando = #
0, operamos a substituicdo de varidavel y = zu, (v = u(x)).
Como
y = u+ xu

F(x,y) = F(z,zu) = F(1,u),
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essa substitui¢ao de varidvel transforma 3y’ = F(z,y) (para x #
0) na EDO

u+xu = F(1,u)

ou, o0 que é 0 mesmo,

F(1,u) —
u/ — ( ,U) /U/. (3)
x
Tal EDO é separavel. Realmente, escrevendo v’ = %, transfor-
mamos (3)) em
du p
——— =xdx.
F(l,u) —u

Na presenca de uma EDO homogénea especifica, vocé nao
deve tentar aplicar diretamente as férmulas acima, pois é quase
certo que erre um sinal ou esqueca algum termo. Uma vez tendo
percebido que a EDO é homogénea, a estratégia correta é exe-
cutar a mudanca de variavel y = zu e refazer os calculos acima.

Exemplo 3. Se F(z,y) denota o segundo membro de ea
0, entao
2 _ 2 2,2
F(am,ay) — (a‘y) (a’x) — az(y L ) — F(x,y)
2ax - ay Q%xy

Portanto, ¢ uma EDO homogénea. Use este fato para con-
cluir o exemplo[T], descrevendo as trajetérias ortogonais a familia
C de circulos 1a descrita.

Solucao. A substituicao de variavel y = zu da
u+azu =y = F(x,y) = F(x,zu) = F(1,u),
de sorte que

,  F(lu)—u ”2;1—16_ u? + 1
x x 2zu
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Portanto, escrevendo v’ = Z—Z, temos

2udu  dx
w41 oz
Integrando ambos os membros acima, obtemos

60

log(u® + 1) = —log |z| + ¢ = log ek
x

para alguma constante real c. Escrevendo C' = e¢ > 0, segue

que

ou, ainda (uma vez que u = %),
T

2

Y C
—+1l=—

x ||
Essa ltima equacao pode ser escrita como

2 .2
= +y —Clz| =0,

0 que é 0 mesmo que

(x££ O)* +9* = C2

Assim, exceto pela propria reta t, as trajetorias ortogonais
de C sao os circulos de centro em (£C,0) e raio C'. Em termos
geométricos, tais circulos podem ser descritos como aqueles em
C, bastando trocar a reta t pela reta s, que passa por O e é
perpendicular a t. [

O proximo exemplo mostra que a situagao nao € tao simples
quanto parece.
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Yy—x

Exemplo 4. Encontre a solucdo geral da EDO v = T bara
x # 0.
Solugao. Sendo F(x,y) = ﬁ, temos

ay+ar  aly+z) y+a

Portanto, y' = F(x,y) é homogénea, e a substituicao de varidvel
y = zu da, para x # 0,

u+au =y = F(r,y) = F(x,2u) = F(1,u).

Segue que
du , F(lu)—u “H-u 1+u?) 1
—_— = Uu = = = — —.
dx x x l14+u /) x
Entao,
1+u dx
duy = ——
1+ u? x
ou, ainda,

du wdu _d_x

4 =
14+u? 1+ wu? x
Integrando em ambos os membros, obtemos, para x # 0,

1
arctg u + 5 log(1 + u*) = —log|z| + C,

onde C' ¢ uma constante real. Substituindo v = £, segue que

1 2
arctgy+§log <1+ <y> ) = —log|z| +C
x

x

e, entao,

1 1
arctg% + 5 log(z* 4 v?) —W: —logtzrf + C.
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Observe que a relacao acima entre x e y é o melhor que po-
demos obter, pois nao podemos resolve-la para y, explicitando y
como funcao de x. Teremos mais a dizer sobre isso na préoxima
aula. ]

Estudo & Problemas

1. Leia a secao 3 do capitulo 1 e faca os problemas 1, 2 e 3.

2. Leia a segao 7 do capitulo 2 e faga os problemas 1 (trés
itens a sua escolha), 3 e 6.



