6. EDOs de Primeira Ordem V:

Consideragoes gerais sobre a equacao
I _
y' = f(z,y)

Prof. Antonio Caminha*

31 de marco de 2022

Um PVI da forma
{ Y = f(z,y)
y(zo) = o

nem sempre tem solucao e, se tiver, pode ter mais de uma
solucao. Ilustremos essa afirmacao por meio de dois exemplos.

Exemplo 1. O PVI
{ Y =3(z+ /a2 —4(y+1))

y(0) =0
nao tem solucgdo real, uma vez que 5(z + /2> —4(y+ 1)) ¢ R

quando r =0e y = 0.

Exemplo 2. O PVI
{ yl — 3y2/3
y(0) =0
admite as solucoes y(z) = 0 e y(z) = 23, para todo x € R.
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Uma dificuldade mais sutil foi vista no ultimo exemplo da
aula passada: ainda que y' = f(x,y) tenha soluc¢oes, pode nao

ser possivel explicita-las. De fato, naquele exemplo mostramos
que a EDO
r_ Y-z

y+x
é tal que toda solugado y = y(z), se existir, satisfaz, para z # 0,
a relacao

Y

1
arctg (%) + 5 log(z? +y*) = C,

em que C' € R é uma constante. No entanto, conforme ja ob-
servamos na aula anterior, nao temos como, a partir da relagao
acima, explicitar y em termos de x, nem saber se solucoes de
fato existem.

Em geral, para garantir a existéncia e unicidade de solugoes

para o PVI
{ y/ - f(xa y)
y(ro) =vyo

nos valeremos do Teorema [ conhecido como o Teorema de
Existéncia e Unicidade de Picar.

Para seu enunciado e demonstracao, ¢ util lembrarmos alguns
fatos basicos de Anadlise, a comecar pelo seguinte resultado, co-
nhecido como o Teorema de Weierstrass.

Teorema 3 (Weierstrass). Se D C R" € uma regiao fechada e
limitada, e F' : D — R € uma funcao continua, entao F assume
valores mdzrimo e minimo em D.

Em outras palavras, nas notacgoes e hipdteses do Teorema de
Weierstrass, existem (2, Ym), (xar, yar) € D tais que

F(@m, ym) < F(,y) < Fza, yu), V(2,y) € D.

'Em homenagem a Emile Picard, matematico francés dos séculos XIX e XX.
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Precisamos, ainda dos seguintes preliminares sobre espacos de
fungoes continuas: dados a < b reais, denotamos por C|[a,b] o
espaco vetorial das fungoes f : [a, b] — R continuas (as operagoes
de espago vetorial sdo as usuais: (f + g)(x) = f(x) + g(z) e
(Af)(z) = Af(z), para todas f,g € Cla,b] e A € R).

Pelo teorema de Weierstrass, para toda f € C|a, b, a funcao
| f| atinge um valor méximo em [a, b] (uma vez que |f| também
pertence a Cla,b]). Isso garante que a funcdo | - | : Cla,b] —
[0, +00), dada por

|l = max{|f(z)[; = € [a,b]},

estd bem definida.
Tal funcao é, de fato, uma norma em Cfa,b]. Realmente,
segue prontamente da definicao que

[fl=0ef=0 c [Af]=IA]%/].

Ademais, se g for outra funcdo em CJa, b], entao

|f + gl = max{|(f + g)()[; = € [a, ]}
< max{|f(x)| + [g(z)]; © € [a, b]}
< max{[f(z)|; = € [a,b]} + max{|g(z)|; x € [a, 0]}
=1+ 19l

Como ocorre com todo espago vetorial normado, C|a, b] é um
espago métrico quando munido com a distancia d : C|[a,b] X
Cla,b] — [0, +00) dada por

d(f,g) = 1f— gl

Assim, tem sentido considerarmos, em C/a, b], todos os conceitos
relativos a espagos métricos, tais como sequéncias de Cauchy,
sequéncias convergentes, etc.
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Nesse sentido, o ingrediente fundamental para a demons-
tragao do Teorema de Picard é o seguinte fato sobre Cla, b].

Teorema 4. O espago vetorial normado (Cla,b], |f|) € com-
pleto, isto €, € tal que toda sequéncia de Cauchy converge.

Prova. Se (f,)n>1 é uma sequéncia de Cauchy em Cfa, b], que-
remos mostrar que (fy,),>1 converge.

Dado € > 0, existe ng € N tal que k,l > ng = | fr — fi| <e.
Em particular, fixado arbitrariamente xy € [a, b], temos que

| fe(@o) — fi(zo)| < max{|fu(x) — filz)]; x € [a, b]}
- ka - fl” <€

de sorte que (f(x0))n>1 é¢ uma sequéncia de Cauchy em R.

Como R é completo, existe lim,, ., » f(x0), € podemos definir
uma funcao f : [a,b] — R pondo f(z¢) = limy,— 10 fr(z0). Além
disso, dado € > 0 e tomando ny como acima (que s6 depende
de €) e k,l > ny, fazendo k — +oo na desigualdade |fi(z¢) —
fi(xo)| < € obtemos

|f(x0) — filzo)] <€, VI>mngy, Vo€ |a,bl. (1)

A funcdo f é a candidata ao limite da sequéncia (f,)n>1
em Cla,b]. Para tanto, temos de mostrar que f € Cla,b| e

lim,, 100 d(frn, f) = 0.

Para ver que f € Cla,b] (isto é, que f é continua), seja € > 0
dado e tome ny € N tal que ([I]) valha para todo [ > ng natural
e todo zy € [a,b]. Entdo, para u,uy € [a,b], a desigualdade
triangular d&

|f(w) = fluo)| < |f(u) = filw)] + [ filu) = filuo)| + [ fi(uo) — f(uo)]
< 2e+ |fi(u) — filuo)l.
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Fixe [ > ng. Como f; é continua em wuy, existe & > 0 tal que
€ la,b], |lu—ug| < 9 = |filu) — fiu)| < €. Portanto, o
argumento acima garante que

we [a,8], [u—uol < &= | F(u)—f(uo)] < 2e+]filu)— filuo)] < 3e.

Assim, f é continua em ug, e a arbitrariedade de uy garante que
f é continua em [a, b].

Agora que sabemos que f € C|a, b], obtemos, a partir de (I,
que, para [ > ng, vale

L>no=d(fi, )=/ — [l
= max{|fi(zo) — f(zo)|; « € |a, b]}
<e.
Entao, f = lim, 1~ f, em Cl|a,b]. O
Podemos finalmente enunciar e demonstrar o
Teorema 5 (Picard). Sejam R = [zo—7, xo+7] X [yo—S, yo+$]| C
R? e f : R — R uma funcdo continua, tal que g—i eriste e

também € continua em R. Se |f| < M e ‘%‘ < N em R, entdo

o PVI

{ y = f(r,y) (2)

y(o) = Yo

tem uma Unica solu¢ao y : [xg — c,xg + ] = R, com ¢ =
min {r, &, +} e Graf(y) C R.
Prova. Inicialmente, para 0 < ¢ < r, o Teorema Fundamental
do Célculo garante que a funcao y : [xg — ¢, xo + ¢] — R satisfaz
@) se, e s6 se,

mwzm+/ﬁwmmﬁ (3)
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Yo + S

Yo

Yo — S

Figura 1: o Teorema de Picard.

A fim de encontrar uma tal funcao y, comecemos com a
funcao constante yy(x) := yo e, a partir de uma fungao continua
Yn : [0 — ¢, x0 + ] — R com gréfico contido em R, definamos
uma nova funcdo y,.1 : [ro — ¢, 2o + ¢ — R pondo

s (2) = 0 + / " F(t ya(t)) (4)

(A condigao Graf(y,) C R é necesséria, a fim de que a expressao
f(t,yn(t)) tenha sentido.)

A continuidade de f garante a existéncia da integral e a conti-
nuidade de y,.1. Por outro lado, a hipdtese Graf(y,) C R, jun-
tamente com o fato de que ¢ < min {7“, %}, dao Graf(y,+1) C R.
Realmente, pela desigualdade triangular para integrais,

A it (o)l

o) =l =| | jf(t,yn(t))dt| <

IA

/ Mdt‘ = M|x —xg| < Mc < s,
Zo
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de sorte que y,1+1()

€ [yo — s, 90+ 9]

Agora, o fato de ‘g—i(a:, y)‘ < N, para todo (z,y) € R garante,

a partir de () e com o auxilio do Teorema do Valor Médio

(TVM), que, para x €

- yn(gj)‘

‘yn—l—l(gj)

<

[xo —C,$0+C],

/ x (f(t,yn(t) = f(t, yn-s(t)))dt

Lo
T

\

[t ya(t) = f(2, yn_l(t))\dt‘
of

Zo

.Ja

— Yn—1 (t) ‘dt )

== (¢, &n() ‘yn

“)
§ para algum real &,(t) pertencente ao intervalo de extremos y,(t)
& e Yn_1(t). Mas, como ‘(J‘ < N em R, segue que
S y
- 3 (o) = o)l = | | ¥onto) = s
= ) ’
- ) < N|Yn — Yn— dt
= 3 < Nl =i | [
\Y
o < Nlw = 2o lyn = 91|
\[%; § < NC”yn - yn—l”
= em que | - | é a norma em Clxg — ¢, 9+ ¢]. Como ¢ < , temos

”yn—i-l — Yn ” - maX{‘yn—f—l(x)

0 < Nc < 1. Fazendo A = N¢, segue das estimativas acnna que

—yo(@)]; © € [0 — ¢, 20 + €|}
yn—lu-

Entao, para m,n € N, com m > n, essa ultima estimativa e a
desigualdade triangular dao, primeiramente,

” Yn+1

— Y| < A|yn —
< )\nHyl

yn—ln < )‘QHyn—l - yn—2” <...

—yo\l;
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a partir dai,

m—1 m—1
[y =yl = | D i = )| < D lyir =yl
j=n j=n
m—1
<Y Ny —wol <> Ny — wol
j=n ji>n
—1_ )\”yl — Yol .-

Como 0 < A < 1 = lim, 1, A" = 0, temos que, dado € > 0,
existe ng € N tal que 1’\_—n/\|\y1 — 40| < € para n > ng. Entao,

n
m>n>n0 = |ym =yl < 7y —wl <
de sorte que a sequéncia (¥, ),>1 € de Cauchy em C|xg—c, xo+],
logo, convergente, pelo teorema anterior.
Uma vez que convergéncia em Clzg — ¢, xg + ¢| é, em tltima,
andlise, convergéncia uniforme, fazendo n — +oo em (), nds
obtemos

y(#) = lim gon(e) = lim <yo+-/£jfxt,ynao>dt>

n—-+o00 n—-+00

= Yo +/I ngrfoof(t,yn(t))dt

=m+/f@MW%

conforme desejado.
A demonstracao da unicidade da solucao é filosoficamente
similar. Comegando com duas solugoes y, 7 : [xo—c, zo+c] — R,
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utilizamos (3)) e o TVM para obter

y(z) — 5(x)| = / (( y(t)) - f(t,gj(t)))dt‘

<

S .0 (o) - a0

< / Nly(t) \dt‘

onde £(t) pertence ao intervalo de extremos y(t) e g(t).
A partir dai, sendo

C = max{|y(z) —y(z)|; v € [xg — ¢, x0 + ]},

(C existe gragas ao Teorema de Weierstrass) uma facil indugao

permite concluir que r> éoDd:& Nn /2 é)
i)~ i) < o) =00 (5)

para todos x € [zg—c,x9+c] e n € N. Entao, como |z —zy| < ¢,
tem-se .

c

[y(z) = g(a) < ON- =, Vn eN.
Por fim, como % — 0 a medida que n — 400, conclui-se que
ly(z) —g(z)| < 0 para todo x € [xg—c, m9+d], logo, y(z) = §(z),
para todo tal x. ]

Exemplo 6. Vejamos o que o Teorema de Picard diz sobre o

PVI L
(38
y(1) =1

tomando R = [0, 2] x [%, %] como dominio.
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Nesse caso, f(x,y) = Z%ﬁ ¢ claramente continua em R. Da
mesma, forma,
of W(y+2x)—(y—x)l 2

8y(x’y) N (y + x)? T (y+a)?

é continua em R. Portanto, f e g—ch sao limitadas em R, pelo

Teorema de Weierstrass. De fato, pela desigualdade triangular,
temos

I I ] e A T

— 1.
y+xz| T y+ux Y+

[ (z,y)]

Também,

of 2 2.2
|a_y('”’y)| T e

Tomandoxozl,rzl,yozl,s:%,leeN:16n0

/2 11 _ 1 =
, 16 ( = 1g- Pmtao, o
15 17

teorema garante que o PVI tem uma tnica solucao y : [1—6, 1

R, com Graf(y) C [0,2] x [1,2].
Note que nao temos muita ideia quanto ao formato do grafico
da solucao. O que sabemos, e gracas aos argumentos da aula

anterior, é que y = y(x) satisfaz a relagao

Teorema de Picard, obtemos ¢ = min {1

| =

1
arctg (%) +3 log(2? +1*) = C,

com C' = 7 + %log? (tal valor de C' é aquele que faz com que
y(1) =1).
Suponha, agora, que f = f(x,y) seja uma funcao definida

em uma regido D C R? (ndo necessariamente um retangulo)
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e satisfazendo, em cada retangulo fechado contido em D, as
condicoes do Teorema de Picard.

Fixado um ponto (xg,y9) € D, podemos tomar um retangulo
Rzowo) = [0 — 1,20 + 7] X [yo — 5,90 + 5] C D (acompanhe na
proxima figura, na qual mostramos dois desses retangulos).

y R
f

D _—

Figura 2: solugoes de 3y = f(x,y) com condigoes iniciais distintas.

Aplicando o Teorema de Picard a esse retangulo, obtemos
uma solucao para o PVI

{ y'=Fflz.y)

y(SUo) = Yo

definida num intervalo de centro xy, com grafico contido em
R(z0,4) (logo, em D) e passando pelo ponto (zg,p) (uma vez
que y(wo) = Yo)-

Por outro lado, a parte de unicidade do Teorema de Picard
garante que, dado um ponto (zg, ) € D, had uma dnica curva
que passa por ele e que é o grafico de uma solucao da EDO

y = f(x,y) tal que y(xo) = yo.
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Nas notacoes da discussao acima, dizemos que o grafico de
uma solucao y = y(x) da EDO ' = f(z,y), parametrizado como
a curva x — (z,y(x)), é uma curva integral da EDO.

A parte de unicidade do Teorema de Picard garante que a
EDO ¢ = f(x,y) nado admite duas curvas integrais passando por
um mesmo ponto (xg, yo) com velocidades distintas. Realmente,
se duas tais curvas existissem, entao o PVI

{M=ﬂ%w

y(SUo) =Y

teria duas solucoes distintas, o que é um absurdo.
Com essa nomenclatura, temos a seguinte

Definicao 7. Sejam dadas uma regiago D C R? e uma funcgdo
continua f : D — R, com deriwada parcial g—]; : D — R também
continua. O espago de fase da EDO y = f(x,y) em D, € o
conjunto das curvas integrais da EDO contidas em D.

Exemplo 8. As solugoes da EDO ¢/ = —y sdo as fungdes y(z) =
Ce ™, com C € R. Assim, o espaco de fase da EDO em D = R? e
formado pelo eixo das abscissas (a curva-solugao correspondente

a C = 0), juntamente com as curvas integrais x — (x,Ce™™),
com C' € R*.

Ainda que nao consigamos explicitar as solu¢oes da EDO 3/ =
f(x,y), um raciocinio geométrico simples nos permite ter uma
boa ideia qualitativa de seu espaco de fase. Isto se deve ao fato
de que, mesmo nao conhecendo a solugao y = y(x) do PVI

{M=ﬂ%w’

y(SUo) = Yo

conhecemos a equacao de sua tangente no ponto (g, 4o)-
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Realmente, tal tangente tem coeficiente angular

y'(w0) = f(xo,y(x0)) = f(20,¥0),

logo, equacao
y —yo = f(wo,y0)(x — o). (6)
Entao, conhecendo o ponto (xg,yg) e a funcao f, conhecemos

também a reta acima.
A partir dai, temos a seguinte

Definicao 9. Sejam dadas uma regidgo D C R? e uma funcdo
continua f : D — R, com deriwada parcial g—£ : D — R também
continua. O campo de direcées em D associado a EDO 1y =
f(x,y), € o conjunto das retas do plano definidas pela equagdo
@), a medida que o ponto (xy,yo) varia em D.

Exemplo 10. Na figura a seguir, esbocamos (para facilitar a
compreensao) pequenos segmentos de cada uma das retas que

compoem o campo de diregoes associado a EDO y' = —2 no
dominio D = (0,4) x (0,4).
Como f(r,y) = —%, a equacdo da tangente ao grafico da

solucdo, relativa a condicao inicial y(xg) = o, é

ou, ainda,

Fazendo (xg, 1) = (%, ), com 1 < j, k < 7 inteiros, obtemos
a reta
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Y
. D
\\\\\\\\
\\\\\\
\\\\\\\
\\\\\\\
\\\\\\\
LU UL U T
A S e e
xz

Figura 3: Campo de diregoes de ¢y = —%

z"

da qual tracamos o segmento correspondente a variacao de x ao

longo do intervalo (% — i+ ).

Note que, mesmo com apenas 7 -7 = 49 segmentos, ja ¢
possivel ter uma ideia razoavel do retrato de fase da EDO.

Estudo & Problemas

1. Leia a secao 2 do capitulo 1.

2. Explique porque o Teorema de Picard nao se aplica ao
Exemplo 2] (e, portanto, porque nao hé contradi¢ao no fato
dele ter duas solugdes.)

3. Prove (). (Sug: faga indugao sobre n, utilizando a desi-
gualdade para |y(x) — g(z)| deduzida logo antes de ([{).)

4. Esboce o retrato de fase da EDO ¢y = —y.
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5. Encontre as solugoes da EDO 3y’ = —2, esboce as curvas

integrais correspondentes e verifique que o retrato de fase
em D = (0,4) % (0,4) é compativel com o campo de dire¢oes
esbocado no Exemplo 10

6. Esboce o campo de diregoes de 3/ = Z:L—i na faixa (0,5) x R.
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