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A partir desta aula, abandonamos o estudo de equacoes de
primeira ordem e nos concentramos em equacoes de sequnda or-
dem. No entanto, ao invés de estudarmos a equacao de segunda
ordem mais geral possivel, algo como

y' = F(x,y,y),

concentraremos nossa atencao em equacoes do tipo

y" + p(x)y + q(x)y =0, (1)

onde p,q : I — R sdo fungdes continuas dadas e y = y(z) é
a funcdo incégnita (aqui, como antes, I C R é um intervalo).
Conforme veremos, as equacoes de tipo sao suficientemente
gerais para aparecerem em varias aplicacoes interessantes.

Uma observagao acerca de (I]), simples mas fundamental, é
que se uy,us : I — R sao solucoes da mesma, entao toda funcao
y: I — R da forma y = cju; + coug, com cq,co € R, também ¢é
solucao. Realmente, como

ui + p(x)uy + q(x)u; =0 e uy + p(x)uy + q(z)uy = 0,
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se y = ciu; + cous, entao

y' +p()y +q(v)y =
= (crur + coug)” + p(x)(cruy + couz)" + q(z)(crur + caus)
= (cru] + couby) + p(x) (cruy + coub) + q(x)(crur + couz)
= c1(uf + p(a)uy + q(x)ur) + ca(uy + p()uhy + q(z)us)
=c;-0+c-0=0.

Por conta dessa propriedade, dizemos que (/1) ¢ uma EDO linear
de segunda ordem.

Dados zy € I e «,f € R, o PVI correspondente a (|l)) se
propoe a encontrar todas as fungoes de classe C? (isto é, duas
vezes continuamente derivaveis) y : I — R tais que

y" +p(r)y +q(x)y =0
{ y(xo) =a, (o) =6 (2)

A esse respeito, é possivel provar o seguinte

Teorema 1 (de existéncia e unicidade). Dadas func¢oes continu-
as p,q : I — R e numeros reais o e 3, o PVI admite uma
unica solucao y: I — R.

Esse resultado também ¢ devido a Picard, e um ponto impor-
tante em relacao a ele é que, devido ao fato da EDO do PVI ser
linear, a solugao unica esta definida em todo o intervalo I, e nao
em um intervalo menor contendo z(. Isso é tipico das equacoes
lineares.

Ao longo do curso, utilizaremos o teorema anterior varias ve-
zes. Como ocorreu com a versao vista na aula passada para
equacoes de primeira ordem, nao apresentaremos sua demons-
tracao em detalhes, mas observamos que ela se reduz ao caso de
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equacoes de primeira ordem, ainda que um pouco mais gerais
que as vistas até agora.

Mais precisamente, comecemos considerando o sistema de
primeira ordem

() -7 ) 6)

com a condicao inicial

(;)eo-(2)

Se x —» < #(2) ) for solugao, entao

/

2 =—p(@)z—ql)y e ¥ =z
de sorte que

/ /

y' =2 = —p(r)z — q(x)y = —p(x)y’ — q(z)y,
)

com y(zo) = a e y' (o) = 2(w9) = f

Agora, fazendo Y (z) = ( Ei) ) Y, = (i > e Alz) =

( P 1(x) _qo(x) ), queremos garantir a existéncia e unicidade

de Y : I — R? tal que

z
Y

Y'=A(z)Y, com Y(xg) =Y.

Para tanto, argumentando como na aula anterior, escrevemos

Y(z) =Yy + / AW (1)t (3)

Zo

3
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A ideia de Picard foi comegar com a fungao constante Yy(z) :=
Y} e, a partir de uma funcao conhecida Y,, : I — R?, definir uma
nova funcao Y, : I — R?, tal que

X
Yoii(x) =Y, +/ A(t)Y,(t)dt. (4)
0

Entao, Picard mostrou que a sequéncia de funcoes Y, : I —
R? converge uniformemente para uma funcao Y : I — R?; uma
vez feito isso, fazendo n — +oo em (), obtém-se (3)).

A demonstracao da unicidade de solucao é filosoficamente
similar. Comecando com duas solucdes Y,Y : I — R e fixado
um intervalo [a, b] C I contendo xy, Picard usou (3 para obter,
para x € [a, b],

Y=ol =| [ (a0 - Aoy o)
-|[ a0 -vo)a
<| [ naeiy o - v
s/pmy )u4

em que C' = max{||A(t)||; t € [a,b]}. A partir dai, Picard mos-
trou que, sendo

N = max{|Y(z) — Y (2)|; z € [a, ]},
tem-se, em verdade,

Y(@) - V(@) < oN - =20l

n!
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para todos = € [a,b] e n € N. Entao, como | — zo| < b — a,
tem-se
(b—a)"

, VnéeN.
n!

V(@) - V(z)| <CN -
Por fim, como (b;—‘f)n — 0 a medida que n — +o00, conclui-se que
Y(xz) =Y (z)| <0 para todo z € [a,b], logo, Y (z) =Y (z), para
todo tal x. Mas, COmMo Ty € [a, b] C I foi fixado arbitrariamente,
segue que Y (z) = Y (x), para todo = € 1.



