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Nesta aula, estudaremos

y' +p(x)y + q(z)y =0, (1)
e o PVI
{ y" +p(x)y +q(z)y =0 @)
y(zo) =, y'(x0) = B

no caso particular em que as funcoes p e g sao constantes, utili-

zando uma abordagem que nao faz uso do Teorema de Existéncia
e Unicidade de Picard.
Comecemos nos concentrando nas equagoes do tipo

y" + by =0,

onde b é um numero real dado (nas notagoes de , isso equivale
a considerar o caso em que p =0 e ¢ é uma funcdo constante).
Denotando por uq,us : R — R as funcoes dadas por:

(a) ur(z) = eV e ug(z) = eV se b < 0;
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(0) ur(z) =1 e uz(x) =z, se b= 0;
(¢) ui(z) = cos(Vbx) e us(z) = sen(vbx), se b > 0,

é imediato verificar que, em cada um dos casos acima, temos
" o

para j = 1,2. Por exemplo, se b > 0, entao

2

cos(Vbx) + beos(Vb )

d

— %( — Vb sen(\/gx)) + beos(Vbx)

— cos(Vbz) + beos(Vbx) = 0.

Os dois resultados a seguir garantem que as funcoes u; e us
descrevem todas as solucoes de y” + by = 0.

Teorema 1 (existéncia de solugdes para o PVI). Dados nimeros
reais b, o e (3, € sempre possivel escolher numeros reais ¢ e ¢y
tais que a funcao

Y = C1uy + CoU9 (3)
resolve o PVI
{ y' +by =0 (1)
y(0) =a, y'(0)=p "

Prova. As observacoes que fizemos acima garantem que toda
funcao do tipo resolve a EDO ¢” + by = 0. Basta, portanto,
garantir que, em cada caso, podemos escolher ¢; e ¢y de forma
que y(0) = a e y/(0) = 3, isto é,

{ c1u1(0) + couz(0) =

et (0) + e (0) = 8 (5)
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(a) Se b < 0, temos u1(0) = uz(0) = 1, u}(0) = v/—b, u5(0) =
—+/—b. O sistema de equacoes se reduz a

{cl+02:oz
cavV=b—co/=b=p"

Escrevendo a segunda equagao como ¢y — ¢y = %, ¢ imediato
que o sistema admite uma unica solucao.

(b) Se b = 0, temos u1(0) = 1, us(0) = 0, w}(0) = 0, u5(0) = 1.
O sistema de equagoes se reduz a

ci-l4+c-0=«
61-0+62'1:5 .

Obviamente, ele admite uma tinica solucao.

(¢) Se b > 0, temos u1(0) = 1, up(0) = 0, v, (0) = 0, u4(0) = V/b.
O sistema de equagoes se reduz a

ci-1+c-0=a
Cl°0+02\/526 .

Uma vez mais, é claro que ele admite uma tinica solucao. H

Na demonstracao do proximo resultado, utilizaremos a formu-
la de Taylor com resto integralll se I C R é um intervalo aberto
contendo 0 e y : I — R ¢é uma funcao infinitamente derivavel,
entao, para todo x € I, tem-se

" oyl) ,
yia) = Y el ), )

!Para uma demonstracao, veja o capitulo 7 de [I] ou, ainda, o problema
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com

ro(x) = L /Ox(w — t)”y(”H)(t)dt. (7)

ol

Teorema 2 (unicidade de solugoes para o PVI). Dados nimeros
reais b, a e B, a solucao do PVI € unica.

Prova. Escolhendo os numeros reais ¢; e ¢o como na demons-
tracao do teorema anterior, vimos que a funcao y; = ciuq + cous
resolve (4)).

Sendo 1, outra solucao desse PVI e pondo y = y; — 1o, ja
sabemos que y” + by = 0, com y(0) = y1(0) — y2(0) = 0 e
y'(0) = ¥1(0) — y5(0) = 0. Portando, y resolve o PVI

{ y" +by =0
y(0) =0, y'(0)=0

e, para mostrar que y; = 19, basta mostrarmos que y = 0.
Como y ¢ duas vezes derivavel e y® = —by, temos que y? &
duas vezes derivavel e

yW = (y(Q))@) - (—by)m = —by® = 1?y.
Entao, y® é duas vezes derivavel e
y© = (y") @ = (p%))? = 2y = —p3y.

Prosseguindo dessa forma, concluimos que y é infinitamente de-
rivavel e

y*" = (=b)"y, ¥meN. (8)

Por outro lado, y(0) = 0 da y”(0) = —by(0) = 0. Também,
como y” = —by implica ¢y = —by’, temos que y"'(0) = —by'(0) =
0. Em geral, como y” = —by implica (derivando mais n — 1 ve-
zes) y"tY) = —by("=1) se j4 tivermos mostrado que y(0) = ... =
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y1(0) = 4™ (0) = 0, entdo y "1 (0) = —by™1(0) = 0. Por-
tanto, y*(0) = 0 para todo k > 0.
Agora, segue de () e que, para n € N, temos

1

yz)= L / " — Oy (1)t

n!
Fixe A > 0 e faca n = 2m — 1 na expressao acima, com m € N.

Para = € [0, A], a desigualdade triangular para integrais e (8))
dao

1 . _
y(@)] “em-1) (z —t)?" 1y (t)dt
1 X
< - — )2y ()| dt
< G @0 )
1 ; m— m
:m/o (= £)*" o™y ()] dt
b " ! m—
— ey | o e
b m
<(2’| -maX| |/ t)>" Lt
m . tEOA
Como N ) )
/ (x — 1) dt = B Ol
0 2m =0  2m
e x € [0, A], segue que
‘b|m x2m
< . r
e (o)
_— . m X - —_—
~ 2m—1)! ¢4 2m
(/[pA)>™
- ma ly()].
(2m)! te[0,4]
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Em suma, sendo C' = maxyc)o 4 [y(t)| e ¢ = /|b|A, mostra-
mos que, para x € [0, A], tem-se

C2m

) (9)

Considerando de partida x € [—A, 0] e repassando os calculos
que nos fizeram chegar até aqui, concluimos que essa estimativa
para |y(z)| vale para todo x € [—A, A]. Portanto, comdf]

ly(z)| < C -

CQm

y
mestoo (2m)!

=0,

fazendo m — 400 em @ concluimos que

C2m

ly(x)] < C- lim

= 0.
m——+00 (Qm)'

Logo, y(x) = 0 para todo = € [—A, A] e, uma vez que A > 0 foi
escolhido arbitrariamente, temos y(x) = 0 para todo z € R. [

Os resultados acima, apesar de se referirem a uma EDO de
segunda ordem bastante simples, nos permitem analisar pro-
blemas interessantes. No exemplo a seguir, os utilizamos para
descrever o movimento harmonico simples.

Exemplo 3 (o oscilador harmonico simples). A dureza de uma
mola é caracterizada por sua constante elastica, isto é, uma
constante £ > 0 que representa uma medida da resisténcia da
mola a elongacoes — compressoes ou distensoes —, quando presa
por uma extremidade a uma parede.

No século XVII, o fisico inglés Robert Hooke formulou uma
lei empirica, hoje conhecida como Lei de Hooke, a qual afirma

2A esse respeito, veja as notas sobre convergéncia de sequéncias e séries ou, ainda o
capitulo 10 de [I].
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que, se elongarmos a extremidade solta da mola de um compri-
mento x que nao induza deformagoes permamentes na mesma,
ela exercera sobre nossa mao uma forca restauradora (i.e.,
que atua no sentido contrario a elongagao imposta) de magni-
tude kx. Convencionamos, pois, escrever F' = —kx para denotar
tal forca, tendo o sinal — o papel de codificar matematicamente
seu carater restaurador. Uma mola que obedeca a Lei de Hooke
¢ conhecida como uma mola ideal.

m
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Figura 1: o sistema massa-mola unidimensional.

Prendemos um bloco de massa m a uma das extremidades de
uma mola ideal, mola esta que supomos ter massa desprezivel
em relacao a m. Em seguida, prendemos a outra extremidade da
mola a uma parede, de forma tal que o sistema massa-mola re-
sultante repouse horizontalmente numa superficie plana, a qual
suporemos tao polida que nos permita negligenciar, na analise
de eventuais movimentos, quaisquer efeitos resultantes de atrito
estatico ou cinético. Elongamos lentamente a mola de um com-
primento xy (puxando ou empurrando o bloco de massa m, con-
forme o caso) e, por fim, imprimimos ao bloco uma velocidade
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instantanea vy, na mesma direcao da elongacao, deixando o sis-
tema massa-mola oscilar livremente. Descreva o movimento sub-
sequente do bloco.

Solucao. Uma vez que a velocidade instantanea impressa a
mola tem direcao igual a da elongacao, o movimento oscilatorio
se d& ao longo de uma reta. Denotemos por ¢ o tempo transcor-
rido a partir do instante inicial ¢y = 0 e por z(t) a elongagao da
mola no instante ¢.

Sabemos que a velocidade v(t) e a aceleragao a(t) do bloco
no instante ¢ sdo dadas por v(t) = 2'(t) e a(t) = z"(¢), res-
pectivamente. As forcas que atuam sobre o bloco sao: a forca
restauradora dada pela Lei de Hooke, a forca-peso e a reacgao
normal do piso sobre o bloco. Como estas tltimas duas se anu-
lam, a Segunda Lei de Newton nos dd a EDO ma”(t) = —kx(t)
ou, ainda,

2(t) + %x(t) =0, (10)

com z(0) =z e 2'(0) = v(0) = vy.
Fazendo w = \/g, 08 teoremas e garantem que a
solugao geral de (10 é
x(t) = Acos(wt) + Bsen(wt). (11)

A fim de entender melhor a natureza do movimento do bloco,
comecemos escrevendo o segundo membro de(|11]) como

Ny (ﬁ senw)) |

Em seguida, observando que

cos(wt)

B
_|_ -_
VA? + B?

(em) + ()

8
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podemos tomar um arco ¢ € [0, 27), denominado a fase inicial
do movimento, tal que

\/ﬁ e Cospy = \/%
Entao, um pouco de Trigonometria déa
x(t) = Acos(wt) + Bsen(wt)
= \/m( sen g cos(wt) + cos ¢y sen(wt)) (12)
= \/msen(wt + o).

As condigoes iniciais x(0) = xy e 2/(0) = v(0) = vy dao, a

partir de (11)), A = zp e Bw = v,. Portanto, fornece

2
z(t) =1/ 23 + :T% sen(wt + ¢p), (13)

com ¢ € [0, 27| escolhido de tal modo que

sen @y =

To vo/w
Sen ) = ———— € CO0S Py = ————

2
2 Vg 2
ry + xy +

2
2o Yo
02

w?

A expressao garante que o movimento do sistema massa-
mola é periédico, de periodo (i.e., o menor intervalo de tempo
necessario para uma oscilagdo completa) T = %T Por sua vez,
denotando por v a frequéncia do sistema massa-mola, isto é,
o numero de oscilagoes completas por unidade de tempo, temos
% = %, de sorte que

1 w
YTT T o
No sistema MKS, frequéncias sao medidas em Hert#]| (abrevi-
ado Hz), onde 1Hz = 1ciclo/s. Por conta de (14), dizemos

(14)

3Em homenagem a Heinrich Hertz, fisico alemao do século XIX.
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que w = \/% é a frequéncia natural do sistema massa-mola
unidimensional.

Por fim, ((13)) garante que a amplitude A (isto é, a elongacao
méxima da mola) das oscilagdes do sistema massa-mola unidi-
mensional em questao é dada por

2
v
A=1/23 + 2.
0 w2

x(1) T

Figura 2: gréfico de t — x(t).

Estudo & Problemas

1. O objetivo deste problema é demonstrar a férmula de Tay-
lor com resto integral. Para tanto, faca os seguintes itens:

(a) Escreva (6) quando n = 0 e conclua que, nesse caso,
ela se reduz ao TFC.

(b) Se n =1, conclua que () é
yle) = 50) + 9O+ [ (o =00/ (0.

10
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Em seguida, calcule a integral do segundo membro por
partes para mostrar que esse é, de fato, o caso.

(c) Para estabelecer a versao geral de (6)), faga uma indugao
da seguinte forma: admita a férmula vale quando n =
k — 1. Em seguida, integre (7)) (com n = k) por partes
e use a hipdtese de inducao.

2. Leia a se¢ao 14 do livro-texto e faga os problemas 1, 2 e 3.

3. Sejam (a,b) um ponto dado no plano e k, m nimeros reais
também dados, com k # 0. Prove que a EDO 3" + k?y = 0
tem exatamente uma solugao cujo gréfico passa por (a,b) e
tem reta tangente nesse ponto com coeficiente angular m.

4. Sejam (a1,b1) e (a9, by) pontos do plano tais que a; — ag #
nm, para todo n € Z.

(a) Prove que a EDO 3" + y = 0 tem exatamente uma
solucao cujo grafico passa por esses dois pontos.

(b) Oitem (a) continua verdadeiro se a; —as for um multiplo
inteiro de 7?7

(¢) Generalize o resultado do item (a) para a EDO y” +
k*y = 0, onde k # 0 é um real dado.
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