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Recorde da aula anterior que, para b € R, denotamos por
Uy, us : R — R as funcoes dadas por:

(a) ur(z) = eV e uy(z) = eV se b < 0;
(0) ui(x) =1 e us(z) =z, se b= 0;
(¢) uy(z) = cos(vbx) e us(z) = sen(vbx), se b > 0.

Recorde também que a solucao geral da EDO linear de segunda
ordem
y' +by =0

é o conjunto das funcoes y : R — R da forma
Y = Ccuyp + Coue.

Voltemo-nos, agora, ao estudo das EDOs lineares de segunda
ordem da forma
y" +ay + by =0, (1)

onde a,b € R.
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Sendo y = uv, com u,v : R — R func¢oes duas vezes continu-
amente derivaveis (aqui, em principio y nao necessariamente é
solugao de (|1))), entao

y' +ay + by = (w)" + a(uv)’ + buv
= (u"v + 20"V + w") + a(u'v + uv') + buv
=u"v 4+ u' (20" + av) + u(v" + av’ + bv).

Se v ¢ uma funcao tal que v'+ v = 0, digamos v(z) = e/,
00 = —¢ " _a,l _ a?
entao v' = —gv e v" = —gv' = T, de sorte que
2 a2
V4 +bv=—v— —v4bv= ——,
4 2 4

onde A = a? — 4b. Também, como 2v’ + av = 0, temos

A A
Y +ay + by =u"v— T = <u” — Zu) e/,

Resumimos a discussao acima no seguinte

Lema 1. Sey = e /%y e A = a®> — 4b, entdo

A
y"—l—ay'+by:O(:>u”—Zu:0.

Prova. Como e 9%/2

que

nunca se anula, os calculos acima garantem

A
Y +ay' +by=0% (u" — Zu) e~/ =
s — éu =0
1 :
O
O resultado a seguir usa a discussao acima para resolver (|1)).
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Teorema 2. As solugoes de y" + ay’ + by = 0 sao as fungoes
y:R — R da forma

y = (crug + coug)e /2, (2)
onde c1,co € R e, sendo A = a® — 4b:
(@) ui(x) = cos (‘/?I), ug(z) = sen (‘/?1'), se A <0;
(b) ul(x) - 17 'U,Q(ZL') = Z, S€ A= 07'

VAz —VAzx
(c) up(z) =e2 , us(z) =e"2 , se A>0.
Prova. Pelo lema anterior, sendo y = e~ %/%y, temos

A
y”+ay'+by:0(:)u”—zu:0.

Agora, os teoremas 1 e 2 da aula anterior garantem que as

solucoes de u” — %u = 0 sao as funcoes u = ciu; + cous, com
u1,us : R — R dadas como no enunciado. Portanto, as solucoes
de 3’ + ay’ + by = 0 sdo as funcoes

Yy = e/ = (crug + 02u2)e_am/2.

]

Uma maneira alternativa interessante de descrevermos as so-
lucoes de ¢y’ +ay’'+by = 0 depende de sabermos calcular ezponen-
ciars complexas. Para tanto, dados a, 8 € R e sendo z = a+ i[5,
definimos o nimero complexo e* por

e’ = e%cis B = e(cos 5 + isen f3),

onde e denota a exponencial real usual. (Aqui, cis é uma abre-
viagao para cosseno mais i seno.)

Essa nocao de exponenciacao complexa goza de propriedades
analogas aquelas da exponenciacao real, quais sejam:
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(i) et = e . e V2,29 € C.
(ii) e* #£0; e* =¢e*, Vz € C.
(ili) cosz = 3(e + e7™) e senw = o (¢ — ™), Vz € R.
De fato, para z; = a; +1if;, temos 21+ 2o = (a1 + a2) + (51 + B2)
e, dai,
e’ - e” = e (cos B + isen [B1)e™?(cos Py + isen [Bs)
= eMt® ((cos p1 cos By — sen Py sen Bo)+

+ i(cos By sen fBs + sen 3y cos 52))
_ pontan ( 608(51 + 52) +1 sen(ﬁl + 52))

— 62:1 +29 7

o que estabelece o item (i).
Para (ii), note inicialmente que, sendo z = « + i3, temos

le*| = |e%(cos B +isen5)| = e # 0.

Em particular, e* # 0. Por outro lado, Z = o — i e, como as
funcoes cos e sen sao par e impar, respectivamente, temos

e = e*(cos S +isen ) = e*(cos f — isen 3)
= e (cos(—p) + isen(—f)) =€’

Quanto a (iii), fazendo z = iz (isto é, tomando a@ = 0 e
f = x), temos

e =cosxr+isenxr e e ¥ =¢e" =¢e% =cosx —isencz.

Assim,

e’ +e " =2cosx e ¥ —e ¥ =2senu,
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de sorte que, somando e subtraindo membro a membro tais
relagoes, obtemos as férmulas do enunciado.

Mudando um pouco de notacao, dados € C e x € R, pode-
mos considerar e** como uma funcao

R — C
r — e’

Definimos a deriwada dessa funcao como no caso real, im-
pondo que limites nao enzerqguem o numero 1. Mais precisa-
mente, pomos

alx+h ax
d . o elath) _ o
—e™ = lim ,
dx h—0 h
Lema 3. Para o € C, temos Le® = qe®,
’ dx

Prova. Inicialmente, temos

d - . eaxeozh — 0 . eax(eah - 1)
—e™ = lim = lim
dx h—0 h h—0 h
h
e -1
= e . lim
h—0 h

Agora, sendo o = u + v, com u,v € R, temos

e —1 el 1 eth(cos(vh) + isen(vh)) — 1

h h B h
e cos(vh) — 1 I e"" sen(vh)
= i
h h
Portanto, pela regra de L’Hopital, temos
d ar _ ,0r eah —1
"~ R h
_ oo (im e"" cos(vh) — 1 i lim e"" sen(vh)
h—0 h h—0 h

= e (u+iv) = ae™.
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[]

De posse dos preliminares acima, definimos a equacao ca-
racteristica de y” + ay’ + by = 0 como a equacao de segundo
grau 2 4 ax + b = 0. Note que seu discriminante é A = a? — 4b
(por isso usamos essa notacao antes) e que suas raizes, mesmo
no caso A < 0, sd@o os nimeros (possivelmente complexos nao

reais)
—a + \/Z
—

(No caso A < 0, o nimero v/A na férmula acima representa uma

das duas raizes complexas de A; a outra é exatamente —\/Z)
Podemos finalmente enunciar e provar a seguinte versao do

teorema anterior, a qual talvez vocé ache mais facil de recordar.

Teorema 4. Sejam dados a,b € R. Em relacio a EDO y"+ay'+
by = 0, se a equacao caracteristica correspondente tem raizes
(possivelmente complexas) distintas ay e ag, entdo as solucoes
sao as funcoes y : R — R dadas por

Yy = 51€a1x —+ 62€a2$,
onde ¢1,¢ € C sao calculados a partir de y(0) e y'(0).

Prova. Pelo teorema [2] as solugoes de y" + ay’ + by = 0 sao as
funcoes y : R — R da forma

—ax/2
y = e (crup + coun),
com c1,co € R e:

(i) ui(x) = cos (\/—ij), us(x) = sen (*/_?Ax), se A < 0;

(i) ui(x) = 3™, ug(z) = e P se A > 0.
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# e g = _“_2\@, e consideremos

Sejam, agora, a; =
separadamente os casos A < 0e A > 0.

(i) A < 0: nesse caso, as raizes da equagao caracteristica sao

—a+iv—A —a —iv—A

a1 = 5 € Qg = 9

Portanto, segue da descricao acima que

Yy = e_ax/Q(Cl’LLl + CQUQ)

= o (ereos (Y20 casen (Y2

2 2
—ax C iv—Ax —iv/—Ax C ivV—Azx —ivV—Ax
= ¢ 2 (51(6 2A _|—e 2A)_|—2—2'(e 2A — e 2A ))
1
C]_ CQ —azt+iv/—Azx Cl 02 —ar—ivV/—Ax
B
2 2 2

= 61€a1x -+ égeazx.
(ii)) A > 0: nesse caso, temos

y = e_”/2(clu1 + couo)

—ax \/Zx 7\/Zz
=e?2 (e 2 +ce 2

7aa:+\/Zx 70.{137\/Z{L’
=ce 2 + e 2

= 1M + cpe™?”.

Exemplo 5. Resolva o PVI

{ y' +6y + 13y =0
y(0)=1, y'(0)=2"
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Solugao. A eq. caract. é 22 + 6z + 13 = 0, cujas raizes sao
ar=—-3+21 e ay=-—3— 2.

A solucao geral da EDO é

(—3+2i)x (—3—21’)1.

y = 1M’ + Ce™" = (e + Goe
Portanto,
y(0)=¢ 4+ e 3(0)=¢c&(—3+2i)+ Co(—3 — 21),
de sorte que
G1+é=1 e ¢&(—=3+2i)+(—3—2i) =2
Substituindo a primeira equacao na segunda, obtemos

—342i(& — &) = 2,

logo,

Entao,
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de maneira que

1 5 N 5 |
— (1 ____) (—34+2i)x __(1 __> (—3-2i)x
Y 2( 2)° ol g)e

_ e_jx ((2 = 50)e* + (2 + 5i)e 27)

_ 6—496 ((2 B 5@.)62@1: +m)
€—3x ,

= —— - 2Re((2— 5i)e™)

= ° 5 Re ((2 — 5i)(cos(2x) + isen(2x)))

o3
== (2 cos(2z) + 5sen(2x)).

]

Exemplo 6 (o oscilador amortecido). Considere novamente uma
mola ideal, de constante elastica £ > 0 e massa desprezivel, presa
a uma parede por uma extremidade e a um bloco de massa m
pela outra. Admita que o bloco oscila ao longo da dire¢ao (ho-
rizontal) definida pela mola e que, além da forca elastica, atua
sobre ele (também nessa dire¢ao), uma for¢a de amortecimento
cuja intensidade é proporcional a velocidade do bloco. Descreva
a evolucao temporal da oscilacao.

Solugao. Como na aula anterior, seja x = z(t) a elongacao da
mola no instante t. Nesse caso, a resultante das forcas que atuam
sobre o bloco no instante t é —kx — cv, onde ¢ > 0 é a constante

de proporcionalidade da forca de amortecimento e v = 2’ é a
velocidade do bloco. A Segunda Lei de Newton nos da a EDO

maz” = —kx — cx’ ou, ainda,

k

c

/! /

' +—x +—x=0.
m m



Prof. Antonio Caminha

Nesse caso, temos
2 — 4km
m2
e os casos A <0, A=0e A > 0 recebem nomes especificos:

A:

(i) A < 0: de acordo com o teorema 2], temos

VoA VAR
T wmen (5)

2
€ “m-,

x(t) = (A oS < + Bsen <
para certos A, B € R, onde a expressao entre parénteses é similar
a elongagao na oscilagdo sem amortecimento (nesse ponto, revise
o exemplo 3 da aula anterior, se achar necessario). Portanto,
temos

z(t) = Asen(wt + @g)e 2!,

onde A = VA2+4+ B? w = —V;A = %—% e oy ¢ um real
apropriado.

Light damping

Displacement

Figura 1: gréfico tipico de t — z(t) no caso subcritico.

O fator e 2n' faz com que o grafico de t — z(t) tenha um
formato como o esbogado na figura acima, e o amortecimento
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(em Inglés, damping) é subcritico (em Inglés, underdamped).

(ii) A = 0: novamente pelo teorema 2], temos
z(t) = (A + Bt)e ',
para certos A, B € R. Nesse caso, o amortecimento é dito

critico (em Ingles, critically damped).

ds(0) /s

V-

-0.25 1

Figura 2: graficos tipicos de ¢t — x(t) nos casos critico
(em vermelho) e supercritico (em azul e verde).

(iii) A > 0: uma vez mais pelo teorema anterior, temos
x(t) = Ae™' 4 Be™

para certos A, B, aq, 2y € R, com

c k
a1 +ag=—— € oy = —.
m m

Portanto, aq,as < 0. Nesse caso, o amortecimento é dito su-

percritico (em Inglés, overdamped).

Note que, em todos os casos acima, temos que z(t) — 0
quando t — +00, 0 que concorda com a intuicao fisica de uma
oscilacao com amortecimento. []
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Estudo & Problemas

1. Leia as sec¢oes 16, 17 e 20 do livro-texto. A secao 20 também
servird para a proxima aula, entao pode ser lida com mais
calma.

2. Nas secoes 17 e 20, faca os exercicios 2.
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